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  الفصل الأول

  The Complex Number ركبالعدد الم
 Historical Review of Complex . مقدمة تارᗫخᘭة للعدد المركب1.1

Number  

 ᢝل مرحلة اᣠ نظام اعداد  ᚽسᛞب نمو  
ᡧᣚ سانᙏة مع تطور الحضارة فقد احتاج الاᘭسانᙏاة الإᘭوتعقد الح

ᢝ متطلᘘاته الحᘭاتᘭة. لقد شهد  ᢔᣎلᘌةᘭالنقاط التال ᢝ
ᡧᣚ صهاᘭمكن تلخᘌ تطور العدد المركب لعدة مراحل:  

  عام ᢝ
ᡧᣚ1545، اردامو ولاما ᢕᣂج ᡫᣄᙏ Girolama Cardano مᘭه "الفن العظᗷمع حل المعادلة  "،كتا

𝑍ଷ + 𝑎ଶ𝑍ଶ + 𝑎ଵ𝑍 + 𝑎 = 0 . 
  عام ᢝ

ᡧᣚ1572،  ᢝᣢᘭل بومبᘭأظهر رافائRafael Bombeli  ة لها فائدةᘘأن الأرقام السال " ᢔᣂه "الجᗷكتا ᢝ
ᡧᣚ

ة ᢕᣂكب. 
  عام ᢝ

ᡧᣚ1732،  لرᗫقدم ليونهارد أو Leonhard Euler غته لحلᘭص  𝑥 − 1 = 0  ᢝ
ᡨᣎوال ، cos 𝜃 +

√−1 sin 𝜃 ،  الرمز  أول من استخدمهو و 𝑖 = √−1 . 
  عام ᢝ

ᡧᣚ1831،   ك غاوسᗫدرᗫᖁارل فCarl Friedric Gauss، واضح ل ᢝᣒل هندᘭـ أنتج تمث𝑥 + 𝑖𝑦 . 

  

  The Origin of the Complex Numbers أصل الأعداد المركᘘة. 1.2

𝑎𝑃ଶمتعددة الحدود ᗷصᘭغتها العامة  + 𝑏𝑃 + 𝑐 =   ᘌمكن حلها بوساطة الحل العام:  0

𝑃 =
−𝑏 ± √𝑏ଶ − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

  فاذا أعدنا صᘭاغة المعادلة العامة لتصبح ᗷالشᜓل

𝑃ଶ + 2𝑏𝑃 + 𝑐ଶ = 0, 𝑎 = 1 

 ᢝᣠالشᜓل التاᗷ صبحᘭفأن الحل العام س  

𝑃 = −𝑏 ± ඥ𝑏ଶ − 𝑐ଶ 

ᡧ من النقطة إزاحةᚽسهولة عᣢ خط الأرقام   حلحᘭث ᘌمكن تمثᘭل ال ᢕᣌمᘭسار والᛳال ᣠإ (−𝑏) ساويᘻ مةᘭقᗷ 
√𝑏ଶ − 𝑐ଶ.  هذه ᢝ
ᡧᣚ،احتمالات  ثلاثلدينا  الحالة:  

 𝐼𝑓 𝑏 = 𝑐   𝑡ℎ𝑒𝑛   𝑃ଵ = 𝑃ଶ = −𝑏  &  𝑏ଶ − 𝑐ଶ = 0 
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 𝐼𝑓 𝑏 > 𝑐  𝑡ℎ𝑒𝑛  𝑃ଵ ≠ 𝑃ଶ  &  𝑏ଶ − 𝑐ଶ > 0 

 

 𝑖𝑓  𝑏 < 𝑐  𝑡ℎ𝑒𝑛  𝑃ଵ ≠ 𝑃ଶ   &  𝑏ଶ − 𝑐ଶ < 0 

 

ᢝ الواقع ، ᘌجب إعادة تمثᘭلها  الأعداد،لا تقع عᣢ خط  Pଶ و Pଵ الحل وضح أن نقاطهو مما 
ᡧᣚ ᗷ اᘭ᠍مستويهندس 

 .  Pଶ و ᗷ  Pଵدᢻً من الخط لتحقيق الموقع الجدᘌد لـ

ᛒ ᢝ الخᘭاᢝᣠ سᣥ الجزء مساقط الحل عᣢ المحور الرأᛒ ᢝᣒإن 
ᡨᣛالمحور الأف ᣢوع ᢝ

ᡨᣛᘭالجزء الحق ᣥتم  .سᚏس
 ᢝᣠالنحو التا ᣢة عᘭقᘭل الحل بواسطة زوج من الأرقام الحقᘭتمث: 

𝒁 = (𝒙, 𝒚) 

  Number Systems . أنظمة الاعداد 1.3

  :، انت هناك عدة أنظمة أرقام أخرى سᘘقته، وᢝᣦ ركᘘةنظام الأرقام الم بتᜓار قᘘل ا

  نظام الأعداد الصحᘭحة .1

ᢝ اجراء عمل
ᡧᣚ ساعد نظام الأعداد هذاᛒᘭ ᢝᣠة العد وحل المعادلات ذات الشᜓل التا:  

𝑥 + 𝑐 = 0     ⇒       𝑥 = −𝑐 
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  نظام الاعداد الᗫᣄة .2

  :ادلات ذات الشᜓل التاᘌ ᢝᣠمنحنا نظام الأرقام هذا القدرة عᣢ حل المع

𝑏𝑥 + 𝑐 = 0      ⇒       𝑥 = −
𝑐

𝑏
 , 𝑏 ≠ 0 

  نظام الاعداد الحقᘭقᘭة .3

 ᢝᣠحل المعادلات ذات الشᜓل التا ᣢمنحنا نظام الأرقام هذا القدرة عᘌ:  

𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0      ⇒      𝑥 =
−𝑏 ± √𝑏ଶ − 4𝑎𝑐

2𝑎
 , 𝑎 ≠ 0 

  :المعادلة الᛞسᘭطة التالᘭةلن جميع أنظمة الأعداد الساᗷقة تقف عاجزة دون حل 

𝑥ଶ + 1 = 0 

ᢝ الحاجة إᣠ نظام أعداد جدᘌد قادر عᣢ حل مثل هذه المعادلة، وقد أطلق من هذه الحقᘭقة،
ᡨᣍنظام  تأ ᣢع

  .الأعداد هذا نظام الأعداد المركᘘة

  

  Complex Number . العدد المركب1.4

ᘌ𝑍مكن تعᗫᖁف الرقم المركب عᣢ أنه أزواج مرتᘘة  = (𝑥, 𝑦)  ،ثᘭح x & y ةᘭقᘭأرقام حق ᢝᣦ  لهاᘭشكᘻ مكنᗫو
 ᢝᣠالنحو التا ᣢع:  

𝑍 = (𝑥, 𝑦),    𝑖 = √−1,    𝑖ଶ = −1,     𝑖ଷ = −√−1,     𝑖ସ = 1,   … 

ᢝ و 𝑥حᘭث 
ᡨᣛᘭالجزء الحق ᣥسᛒ 𝑦 ᢝᣢᘭالجزء التخ:  

𝑥 = 𝑅𝑒(𝑍),     𝑦 = 𝐼𝑚(𝑍) 
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 اعداد صحᘭحة، فأن:  𝑏و  𝑎: لᘭكن  1.1مثال 

(𝑎, 0) = 𝑎 + 𝑖0 = 𝑎          تام  ᢝ
ᡨᣛᘭعدد حق 

(0, 𝑎) = 0 + 𝑖𝑎 = 𝑖𝑎          تام  ᢝᣠاᘭعدد خ 

(𝑎, 𝑏) = 𝑎 + 𝑖𝑏          عدد مركب 

 

ᢝ والخᘭاᢝᣠ  1.2 مثال
ᡨᣛᘭ1للعدد ( : حدد الجزء الحق + 𝑖2(  

1 = 𝑟𝑒𝑎𝑙(1 + 𝑖2),        2 = 𝐼𝑚(1 + 𝑖2) 

  

  Assignment Properties . خصائص عملᘭة المساواة1.4.1

ᡧ معقدين مᙬساوᗫان إذا  -1 ᢕᣌوفقطرقم (𝑖𝑓𝑓)   اتهماᘭانت إحداث 𝑥 اتᘭوالإحداث 𝑦 ةᗫساوᙬم.  

𝒁𝟏 = 𝒁𝟐     𝒊𝒇𝒇    𝒙𝟏 = 𝒙𝟐   &   𝒚𝟏 = 𝒚𝟐 

𝑥ଵ + 𝑖𝑦ଶ = 𝑥ଶ + 𝑖𝑦ଶ 

ᡧ الرقم المركب مساوᗫ᠍ا للصفر إذا ان لا ᘌكون  -2 ᢕᣌساوي  الجزئᛒ ( ᢝᣠاᘭوالخ ᢝ
ᡨᣛᘭأي الصفر،(الحق  𝑥 = 0, 𝑦 =

0 .  

𝑖𝑓 𝑍 = 0  ⇒    𝑥 + 𝑖𝑦 = 0   ⇒    𝑥 = 0 & 𝑦 = 0 

 

  Addition Low قانون الجمع. 1.4.2

𝒁𝟏 + 𝒁𝟐 = (𝒙𝟏 + 𝒊𝒚𝟏) + (𝒙𝟐 + 𝒊𝒚𝟐) = (𝒙𝟏 + 𝒙𝟐) + 𝒊(𝒚𝟏 + 𝒚𝟐) 

  

  Subtraction Low . قانون الطᖁح1.4.3

𝒁𝟏 − 𝒁𝟐 = (𝒙𝟏 + 𝒊𝒚𝟏) − (𝒙𝟐 + 𝒊𝒚𝟐) = (𝒙𝟏 − 𝒙𝟐) + 𝒊(𝒚𝟏 − 𝒚𝟐) 

  

𝑍ଵ: لᘭكن  1.3مثال  = 3 + 𝑖7  و𝑍ଶ = 5 − 𝑖6 جد ،𝑍ଵ + 𝑍ଶ  و𝑍ଵ − 𝑍ଶ  

𝑍ଵ + 𝑍ଶ = (3 + 𝑖7) + (5 − 𝑖6) = (3 + 5) + 𝑖(7 − 6) = 8 + 𝑖 = (8,1) 

𝑍ଵ − 𝑍ଶ = (3 + 𝑖7) − (5 − 𝑖6) = (3 − 5) + 𝑖(7 + 6) = −2 + 𝑖13 = (−2,13) 
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ب1.4.4 ᡧᣆقانون ال . Multiplication Low  

𝑍ଵ𝑍ଶ = (𝑥ଵ + 𝑖𝑦ଵ)(𝑥ଶ + 𝑖𝑦ଶ) 

= 𝑥ଵ𝑥ଶ + 𝑖𝑥ଶ𝑦ଵ + 𝑖𝑥ଵ𝑦ଶ − 𝑦ଵ𝑦ଶ 

= 𝑥ଵ𝑥ଶ − 𝑦ଵ𝑦ଶ + 𝑖(𝑥ଶ𝑦ଵ + 𝑥ଵ𝑦ଶ) 

𝒁𝟏𝒁𝟐 = (𝒙𝟏𝒙𝟐 − 𝒚𝟏𝒚𝟐, 𝒙𝟐𝒚𝟏 + 𝒙𝟏𝒚𝟐) 

 

 

 

 

 

 

  

  Complex Conjugate . المرافق المركب1.4.5

𝑍المرافق المركب لعدد مركب  = 𝑥 + 𝑖𝑦  ـᗷ والذي يرمز له)�̅� هو (�̅� = 𝑥 − 𝑖𝑦  

  

𝑍: لᘭكن  1.5مثال  = 3 + 𝑖4  ا فأن المرافق المركب له هوᘘعددا مرك�̅� = 3 − 𝑖4 

  

  Division Low . قانون القسمة1.4.6

𝑍ଵ

𝑍ଶ
=

𝑥ଵ + 𝑖𝑦ଵ

𝑥ଶ + 𝑖𝑦ଶ
 

భلإᘌجاد حاصل قسمة العددين 

మ
  : ᢝᣠالتامرافق العدد المركب للمقام وᗷ سط والمقامᛞب ال ᡧᣅ ᣠحاجة اᗷ فأننا  

𝑍ଵ

𝑍ଶ
=

𝑥ଵ + 𝑖𝑦ଵ

𝑥ଶ + 𝑖𝑦ଶ
×

𝑥ଶ − 𝑖𝑦ଶ

𝑥ଶ − 𝑖𝑦ଶ
 

=
𝑥ଵ𝑥ଶ + 𝑦ଵ𝑦ଶ + 𝑖(𝑥ଶ𝑦ଵ − 𝑥ଵ𝑦ଶ)

𝑥ଶ
ଶ + 𝑦ଶ

ଶ  

=
𝑥ଵ𝑥ଶ + 𝑦ଵ𝑦ଶ

𝑥ଶ
ଶ + 𝑦ଶ

ଶ + 𝑖
𝑥ଶ𝑦ଵ − 𝑥ଵ𝑦ଶ

𝑥ଶ
ଶ + 𝑦ଶ

ଶ  

𝑍ଵ: لᘭكن  1.4مثال  = 3 + 𝑖7  و𝑍ଶ = 5 − 𝑖6 جد ،𝑍ଵ𝑍ଶ 

𝑍ଵ𝑍ଶ = (3 + 𝑖7)(5 − 𝑖6) 
= (3 × 5 − 7 × (−6) + 𝑖(3 × (−6)

+ 5 × 7) 
= (15 + 42) + 𝑖(−18 + 35) 
= 57 + 𝑖17 
= (57,17) 

𝑍ଵ𝑍ଶ = (3 + 𝑖7)(5 − 𝑖6) 
= 3 × 5 + 𝑖7 × 5 + 3 × (−𝑖6) + 𝑖7

× (−𝑖6) 
= 15 + 𝑖35 − 𝑖18 − 42𝑖ଶ 
= 15 − (−42) + 𝑖(−18 + 35) 
= 57 + 𝑖17 
= (57,17) 

 



 المرحلة الثالثة  د. حميد مجيد  2020/  2019تحليل الدوال المركبة 

6 
 

𝒁𝟏

𝒁𝟐
= ቆ

𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐

𝒙𝟐
𝟐 + 𝒚𝟐

𝟐
,
𝒙𝟐𝒚𝟏 − 𝒙𝟏𝒚𝟐

𝒙𝟐
𝟐 + 𝒚𝟐

𝟐 ቇ 

ଵوᗖنفس الطᗫᖁقة ᘌمكننا إᘌجاد 


  

𝟏

𝒁
=

𝟏

𝒙 + 𝒊𝒚
=

𝒙 − 𝒊𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
=

𝒙

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
− 𝒊

𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
 

  

  Properties of the Complex Conjugate . خصائص العدد المرافق1.5

1. 𝑍 = 0  ⇒   �̅� = 0 

2. �̅� = (𝑥 + 𝚤𝑦)തതതതതതതതതതത = 𝑥 − 𝑖𝑦 

3. �̿� = 𝑍 

4. 𝚤̅ = −𝑖  𝑎𝑛𝑑 − 𝚤̅ = 𝑖 

5. �̅� = −𝑍     𝑖𝑓 𝑍 𝑖𝑠 𝑃𝑢𝑟𝑒 𝐼𝑚𝑎𝑔𝑒𝑛𝑎𝑟𝑦 

6. �̅� = 𝑍     𝑖𝑓 𝑍 𝑖𝑠 𝑃𝑢𝑟𝑒 𝑅𝑒𝑎𝑙 

7. 𝑍 �̅� = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ 

8. 𝑍 + �̅� = 2𝑅𝑒(𝑍) = 2𝑥 

9. 𝑍 − �̅� = 2𝑖𝐼𝑚(𝑍) = 2𝑖𝑦 

10.  a. 𝑍ଵ + 𝑍ଶ
തതതതതതതതതത = 𝑍ଵ

തതത + 𝑍ଶ
തതത 

 b. 𝑍ଵ − 𝑍ଶ
തതതതതതതതതത = 𝑍ଵ

തതത − 𝑍ଶ
തതത 

 c. 𝑍ଵ𝑍ଶ
തതതതതത = 𝑍ଵ

തതത  𝑍ଶ
തതത 

 d. ቀభ

మ
ቁ

തതതതത
= ቀ

భതതത

మതതത
ቁ,    𝑍ଶ

തതത ≠ 0 

  

𝑍ଵ: لᘭكن  1.6مثال  = 3 + 𝑖7  و𝑍ଶ = 5 − 𝑖6 جد ،భ

మ
  

𝑍ଵ

𝑍ଶ
=

3 + 𝑖7

5 − 𝑖6
×

5 + 𝑖6

5 + 𝑖6
=

15 + 𝑖18 + 𝑖35 + 𝑖ଶ42

25 + 𝑖30 − 𝑖30 − 𝑖ଶ36
=

15 − 42 + 𝑖(18 + 35)

25 + 36
 

= −
27

61
+ 𝑖

53

61
= ൬−

27

61
,
53

61
൰ 
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𝑍ଵ: اذا علمت ان  1.7مثال  = 1 + 𝑖2,   𝑍ଶ = 2 − 𝑖فجد ،  

i. 𝑍ଵ + 𝑍ଶ ii. 𝑍ଵ − 𝑍ଶ iii. 𝑍ଵ. 𝑍ଶ iv. భ

మ
  v. ଵ

భ
 

𝑍ଵ + 𝑍ଶ = 3 + 𝑖 

𝑍ଵ − 𝑍ଶ = −1 + 𝑖3 

𝑍ଵ. 𝑍ଶ = (1 + 𝑖2)(2 − 𝑖) = 4 + 𝑖3 

𝑍ଵ

𝑍ଶ
=

(1 + 𝑖2)

(2 − 𝑖)
=

(1 + 𝑖2)(2 + 𝑖)

(2 − 𝑖)(2 + 𝑖)
= 𝑖 

1

𝑍ଵ
=

1

(1 + 𝑖2)
=

(1 − 𝑖2)

5
=

1

5
− 𝑖

2

5
 

  

ᡧ التᘘادل والمساواة1.6 ᢕᣌقوان . The Commutative and Associative Lows  

1. 𝑍ଵ + 𝑍ଶ = 𝑍ଶ + 𝑍ଵ 

2. 𝑍ଵ × 𝑍ଶ = 𝑍ଶ × 𝑍ଵ 

3. (𝑍ଵ + 𝑍ଶ) + 𝑍ଷ = 𝑍ଵ + (𝑍ଶ + 𝑍ଷ) 

4. (𝑍ଵ × 𝑍ଶ) × 𝑍ଷ = 𝑍ଵ × (𝑍ଶ × 𝑍ଷ) 

5. 𝑍 × 𝑍ିଵ = 1, 𝑍ିଵ =
ଵ


 

  

𝑍اذا ان   :  1.8مثال  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ةᘭحل المعادلة التال ،𝑍ଶ + 𝑍 + 1 = 0  

  توجد طᗫᖁقتان لحل المعادلة المركᘘة

ᣠقة الأوᗫᖁة، الطᘘحل المعادلات المرك ᢝ
ᡧᣚ قة الشائعةᗫᖁالط ᢝᣦدل : وᗷ ضᗫᖔتتطلب التع ᢝ ᡨᣎوال𝑍  ـᗷ(𝑥 + 𝑖𝑦) 

  ، أي: 𝑥 & 𝑦وᘌលجاد قᘭم 

(𝑥 + 𝑖𝑦)ଶ + (𝑥 + 𝑖𝑦) + 1 = 0 

(𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 𝑥 + 1) + 𝑖(2𝑥𝑦 + 𝑦) = 0 

  اسᙬنادا اᣠ خصائص المساواة، فأن: 

𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 𝑥 + 1 = 0    … … (1) 

2𝑥𝑦 + 𝑦 = 0    … … (2) 
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  ) فأننا نحصل ع2ᣢترتᛳب المعادلة ( ᗷأعاده

𝑦(2𝑥 + 1) = 0 

⇒ 𝑦 اما = 𝑥 او 0 = −
1

2
 

𝑦اننا نهمل قᘭمة  = ، وᗖتعᗫᖔض  𝑍 تجعل العدد لأنها  0
᠍
𝑥عددا حقᘭقᘭا = −

ଵ

ଶ
ᢝ معادلة رقم ( 
ᡧᣚ1 فأننا (

ᣢنحصل ع  

𝑦 = ±
√3

2
 

−ቀالحل هو  ∴
ଵ

ଶ
, −

√ଷ

ଶ
ቁ , ቀ−

ଵ

ଶ
,

√ଷ

ଶ
ቁ 

ᢝ حل المعادلات لإᘌجاد حل المعادلة المركᘘة، ايالطᗫᖁقة الثانᘭة
ᡧᣚ ةᘌادᘭقة الاعتᗫᖁتتطلب استعمال الط ᢝ

ᡨᣎوال : 

𝑍ଶ + 𝑍 + 1 = 0 

⇒   𝑎 = 1, 𝑏 = 1, 𝑐 = 1 

∴ 𝑍 =
−1 ± √1 − 4

2
=

−1 ± √−3

2
= −

1

2
±

𝑖√3

2
 

−ቀالحل هو  ∴
ଵ

ଶ
, −

√ଷ

ଶ
ቁ , ቀ−

ଵ

ଶ
,

√ଷ

ଶ
ቁ  

  

𝑖𝑥اذا علمت ان  𝑥 & 𝑦: جد قᘭمة  1.9مثال  − 𝑦 = 𝑥 + 1 + 2𝑖𝑦  

(𝑦 + 𝑥 + 1) + 𝑖(2𝑦 − 𝑥) = 0 

  اسᙬنادا اᣠ خواص المساواة، فأن: 

𝑦 + 𝑥 + 1 = 0           … … 1 

2𝑦 − 𝑥 = 0                 … … 2 

، فأننا نحصل عᣢ: وᗖحل هذه  ᡧ ᢕᣌتᚏالان ᡧ ᢕᣌالمعادلت  

𝑥 = −
2

3
         &      𝑦 = −

1

3
 

 

𝑥)اذا علمت ان  𝑥 & 𝑦جد قᘭمة :  1.10مثال  + 𝑖𝑦)ଶ = 𝑖  

𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 𝑖(2𝑥𝑦 − 1) = 0 
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  اسᙬنادا اᣠ خواص المساواة، فأن: 

𝑥ଶ − 𝑦ଶ = 0        … … 1 

2𝑥𝑦 − 1 = 0        … … 2 

 )، فأننا نحصل عᗷ1 :ᣢحل معادلة رقم (

𝑥 = ±𝑦 

𝑖𝑓 𝑥 = 𝑦    →    2𝑦ଶ = 1   →    𝑦 = ±ඨ
1

2
 

𝑖𝑓 𝑥 = −𝑦  → −2𝑦ଶ = 1   →    𝑦ଶ = −
1

2
    ,

𝑛𝑒𝑔𝑙𝑖𝑐𝑡 𝑖𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑐𝑒 𝑦 𝑖𝑠 𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 

𝑓𝑜𝑟 𝑦 = ±ඨ
1

2
       ⇒       𝑥 = ±ඨ

1

2
 

ቆටالحل هو 
ଵ

ଶ
, ට

ଵ

ଶ
 ቇ , ቆ−ට

ଵ

ଶ
, −ට

ଵ

ଶ
 ቇ   

  

3𝑥اذا علمت ان  𝑥 & 𝑦جد قᘭمة :  1.11مثال  + 2𝑦 − 𝑖𝑥 + 5𝑦 = 7 + 5𝑖 

  اسᙬنادا اᣠ خواص المساواة، فأن: 

3𝑥 + 5𝑦 = 7        … … 1 

2𝑦 − 𝑥 = 5           … … 2 

ᢝ معادلة (ᗷ1ما ᘌعادلها من معادلة ( yوᗖتعᗫᖔض قᘭمة 
ᡧᣚ (2( :ᣢفأننا نحصل ع ،  

2𝑦 −
1

3
(7 − 5𝑦) = 5 

  : وᗖتᛞسᘭط المعادلة ي تج

𝑦 = 2 

ᢝ معادلة ( yوᗖعᗫᖔض قᘭمة 
ᡧᣚ1 :ي تج (  

𝑥 = −1 

 

ᗷ𝑎الصᘭغة  𝑔اᜧتب المقدار :  1.12مثال  + 𝑖𝑏  ث انᘭح𝑎, 𝑏 انᘭقᘭعددان حق  
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𝑔 =
5 + 𝑖5

3 − 𝑖4
+

20

4 + 𝑖3
 

𝑔 = ൬
5 + 𝑖5

3 − 𝑖4
.
3 + 𝑖4

3 + 𝑖4
൰ + ൬

20

4 + 𝑖3
.
4 − 𝑖3

4 − 𝑖3
൰ 

𝑔 = ቆ
15 + i20 + i15 + 20iଶ

9 + 16
ቇ + ൬

80 − i60

9 + 16
൰ 

𝑔 = ൬
−5 + 𝑖35

25
൰ + ൬

80 − i60

25
൰ 

𝑔 =
75 − 𝑖25

25
 

𝑔 = 3 − 𝑖 

∴ 𝑎 = 3, 𝑏 = −1 

 

ᗷ𝑎الصᘭغة  𝑔اᜧتب المقدار :  1.12مثال  + 𝑖𝑏  ث انᘭح𝑎, 𝑏 انᘭقᘭعددان حق  

𝑔 =
𝑖ଷ3 − 𝑖ଵଽ

𝑖2 − 1
 

∵ 𝑖ଷ = (𝑖ଶ)ଵହ = (−1)ଵହ = −1 

& 𝑖ଵଽ = 𝑖 × 𝑖ଵ଼ = 𝑖 × (𝑖ଶ)ଽ = 𝑖 × (−1)ଽ = −𝑖 

𝑔 =
−3 + 𝑖

𝑖2 − 1
.
−𝑖2 − 1

−𝑖2 − 1
 

𝑔 =
𝑖6 + 3 − 2𝑖ଶ − 𝑖

4 + 1
 

𝑔 =
5 + 𝑖5

5
= 1 + 𝑖 

∴ 𝑎 = 1, 𝑏 = 1 

  

ᢝ ال
ᡨᣎواجب بي Home Work 

 𝑥 & 𝑦للمعادلات التالᘭة جد قᘭمة  ͭ 1س

1. ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑖 = 1 − 2𝑥 + 𝑖𝑦 (0,1), ൬
4

3
, 1൰ 
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2. (𝑥 + 𝑦 + 2)𝑖(𝑥ଶ + 𝑦) = 0 (2, −4), (−1, −1) 

3. (𝑥ଶ𝑦 − 2) + 𝑖(𝑥 + 2𝑥𝑦 − 5) = 0 ൬4,
1

8
൰ , (1,2) 

4. (𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 2) + 𝑖(𝑥 + 𝑦) = 0 (1, −1), (−1, 1) 

5. (3𝑥 + 2𝑦) + 𝑖(𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 13) = 0 (2, 3), (−2,3) 

6. (𝑥 + 4𝑦) + 𝑖(𝑥 + 𝑦ଶ − 5) = 0 (4, −1), (−20,5) 

7. 𝑍ଶ − 2𝑍 + 2 = 0 (1, −1), (1,1) 

8. 𝑖(𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑥 + 1 + 𝑖2𝑦 ൬−
2

3
, −

1

3
൰ 

9. (𝑥 + 𝑖𝑦)ଶ = 𝑖 ൬
1

√2 
,

1

√2 
൰ , ൬

−1

√2 
,
−1

√2 
൰ 

10. (𝑥 + 𝑦 + 2) + 𝑖(𝑥ଶ + 𝑦) = 0 (2, −4), (−1, −1) 

11. (𝑥ଶ𝑦 − 2) + 𝑖(𝑥 + 2𝑥𝑦) = 𝑖5 (1,2), ൬
4

8
,
1

8
൰ 

 

𝑍ଵاذا ان  ͭ 2س = 1 + 𝑖2 & 𝑍ଶ = 2 − 𝑖 جد ،𝑍ଵ + 𝑍ଶ, 𝑍ଵ − 𝑍ଶ, 𝑍ଵ × 𝑍ଶ ,   
భ

మ
,

ଵ

భ
 .  

𝑎ضع تراᘭᜧب الاعداد التالᘭة ᗷصᘭغة  ͭ 3س + 𝑖𝑏  

1. 
((1 + 𝑖)ଶ)

(2 + 𝑖)(1 + 𝑖2)
 

2

5
 12. ቆ

1

2
+ 𝑖

√3

2
ቇ

ଶ

 −
1

2
− 𝑖

√3

2
 

2. ൬
2 + 𝑖

3 + 𝑖
−

2𝑖

3 − 𝑖
൰

ଶ

 
56 − 𝑖90

100
 13. (1 + 𝑖) +

1

1 + 𝑖
൨

ଶ

 2 + 𝑖
3

2
 

3. ቆ
√3

1 − 𝑖
+

√2

1 + 𝑖
ቇ

ଶ

 √6 + 𝑖
1

2
 14. 

7 − 𝑖6

2 + 𝑖3
 

−
4

13

− 𝑖
33

13
 

4. ቆ
√3

1 − 𝑖
+

√2

1 + 𝑖
ቇ

ଶ

൫1 − 𝑖√6൯ 
3

2
√6 − 𝑖

11

2
 15. 

1 + 𝑖2

(2 + 𝑖)ଶ
 

4

25
+ 𝑖

2

25
 

5. ൬
1

√2
+ 𝑖

2

√3
൰ (3 − 𝑖) 3.276 + 𝑖2.757 16. 

2 + 𝑖

1 − 𝑖
+

2 − 𝑖

1 + 𝑖
+ 2 1 + 𝑖 

6. 
2 + 𝑖

√2 − 𝑖
+

2 − 𝑖

√3 + 𝑖
+ 𝑖 1.219 + 𝑖 17. (1 − i)ଶ + (2 + i)ଶ 3 + 2𝑖 

7. ቆ
√2

2 + 𝑖
ቇ

ଶ

+ ቆ
√3

2 − 𝑖
ቇ

ଶ

+
10

25
+ 𝑖

21

25
 1 + 𝑖 18. (1 − 2𝑖)(3 + 2𝑖)ଶ 29 + 2𝑖 

8. ቆ
1

√2
+ 𝑖

√3

2
ቇ

ଶ

+ ൬√2 + 𝑖
1

√2
൰

ଶ

 1.25 + 𝑖3.22 19. 𝑖(2 + 𝑖3)ଶ −12 − 𝑖5 

9. (𝑍 + 𝑖3)ଶ −5 + 𝑖12 20. 
1 + 𝑖

1 − 𝑖
−

1 − 𝑖

1 + 𝑖
 2i 
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10. ൬
1

2
+ 𝑖

2

3
൰ (3 − 𝑖) 

4

3
+ 𝑖

3

2
 21. 

1 + 𝑖

(3 − 𝑖)(1 − 𝑖)
 

−1 + 𝑖3

10
 

11. 
1

1 − 𝑖
+

1

𝑖
 

1

2
− 𝑖

1

2
    

 

𝑍اذا علمت ان  ͭ 4س = 𝑥 + 𝑖𝑦 : ᢝᣢᘌ ت ماᛞفأث ، 

i. �̅� + 3𝚤തതതതതതതത = 𝑍 − 3𝑖 ii. �̿� = 𝑍 iii. 𝑍 + 𝑊തതതതതതതത = �̅� + 𝑊ഥ  iv. 𝑍. 𝑊തതതതതത = �̅�. 𝑊ഥ  

  

  Modulus of Absolute Value لعدد المركبل او القᘭمة المطلقة . معامل1.7

𝑍 إن المعامل أو القᘭمة المطلقة للرقم المركب = 𝑥 + 𝑖𝑦 الرمزᗷ سالب يرمز له ᢕᣂغ ᢝ
ᡨᣛᘭهو رقم حق |𝑍| 

  :وتعᗷ ᣗالمعادلة

|𝒁| = ඥ𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 

 The Properties of the Absolute . خصائص القᘭمة المطلقة للعدد المركب1.7.1
Value  

1. |𝑍| = ඥ𝑍�̅� 

2. |𝑍| = |�̅�| 

3. |𝑍ଵ − 𝑍ଶ| = |𝑍ଶ − 𝑍ଵ| 

4. |𝑍ଵ. 𝑍ଶ| = |𝑍ଶ. 𝑍ଵ| 

5. ቚభ

మ
ቚ =

|భ|

|మ|
 

6. |𝑍ଵ + 𝑍ଶ| ≤ |𝑍ଵ| + |𝑍ଶ| 

7. |𝑍ଵ − 𝑍ଶ| ≥ ห|𝑍ଵ| − |𝑍ଶ|ห 

 

𝑍ଵ: لᘭكن  1.11مثال  = 7 + 𝑖  و𝑍ଶ = 3 + 𝑖5 ت انᛞاث ،|𝑍ଵ + 𝑍ଶ| ≤ |𝑍ଵ| + |𝑍ଶ| .  

|𝑍ଵ + 𝑍ଶ| = |(7 + 𝑖 ) + (3 + 𝑖5)| = |(7 + 3) + 𝑖(1 + 5)| = |10 + 𝑖6| = √100 + 36

= √136 = 2√34 = √34 + √34 

|𝑍ଵ| = |7 + 𝑖| = √49 + 1 = √50 

|𝑍ଶ| = |3 + 𝑖5| = √9 + 25 = √34 

|𝑍ଵ + 𝑍ଶ| ≤ |𝑍ଵ| + |𝑍ଶ| 
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∴  √34 + √34 ≤ √50 + √34 

 

 

 

 Geometric Representation of . التمثᘭل الهندᢝᣒ للعدد المركب1.8
Complex Number  

، هما ᡧ ᢕᣌقتᗫᖁطᗷ ل العدد المركبᘭمكن تمثᘌ:  

ᢝ المستوى .1
ᡧᣚ لها بنقاطᘭمكن تمثᘌ ثᘭحᗷ ،ةᘭقᘭة أزواج᠍ا من الأرقام الحقᘘب الأعداد المركᛳيتم ترت.  

ᘌ .𝑍مكن تمثᘭل العدد المركب 2 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = (𝑥, 𝑦)  المستوى ᢝ
ᡧᣚ بواسطة متجه موضع𝑥𝑦  كونᘌ الذي

ᢝ نقطة الأصل وᗫكون رأسه عند النقطة 
ᡧᣚ لهᘌذ(𝑥, 𝑦) . 

  

 : مثل الاعداد التالᘭة هندسᘭا.  1.12مثال 

A) −2 + 𝑖4 = (−2,4) 
B) −3 − 𝑖3 = (−3, −3) 
C) 3 − 𝑖4 = (3, −4) 
D) 4 + 𝑖3 = (4,3) 

-ᛒZسᣥ المستوى الذي ᘌحتوي عᣢ الأرقام المعقدة ᗷالمستوى المعقد، 
plane، Aragand diagram 

 

ᘌمكن تمثᘭل عملᘭة الجمع والطᖁح للأعداد المركᘘة هندسᘭا وما 
 ᢝᣢᘌ: 

 |𝑍ଵ + 𝑍ଶ| ≤ |𝑍ଵ| + |𝑍ଶ| 

 |𝑍ଵ − 𝑍ଶ| ≥ ห|𝑍ଵ| − |𝑍ଶ|ห 

  . 𝑍الازاحة من نقطة الأصل اᣠ النقطة  متجه |𝑍|حᘭث ᘌمثل 

|𝑍ଵ − 𝑍ଶ|  مثلᘌالازاحة من النقطة  متجه𝑍ଶ = (𝑥ଶ, 𝑦ଶ) 
𝑍ଵاᣠ النقطة  = (𝑥ଵ, 𝑦ଵ) :أي ،  

𝑍ଵ − 𝑍ଶ
ሬ⃖ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ 
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  Conic Sections . القطᖔع المخروطᘭة1.9

  

  

 Circle . الدائرة1.9.1

  

  

(𝒙 − 𝒙𝟎)𝟐 + (𝒚 − 𝒚𝟎)𝟐 = 𝒓𝟐 

  

  

  

  

  

  Ellipse . القطع الناقص1.9.2

 

(𝒙 − 𝒙𝟎)𝟐

𝒂𝟐
+

(𝒚 − 𝒚𝟎)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏, 𝒄 = ඥ𝒂𝟐 − 𝒃𝟐, 𝒂 > 𝒃 

 

(𝑥, 𝑦) 

(𝑥, 𝑦) 

𝑦 

𝑥 

𝑟 
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  Hyperbola القطع الزائد . 1.9.3

 

(𝒙 − 𝒙𝟎)𝟐

𝒂𝟐
−

(𝒚 − 𝒚𝟎)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏, 𝒄 = ඥ𝒂𝟐 + 𝒃𝟐, 𝒚 =

𝒂

𝒃
𝒙 

  

1.9.4  ᡧᣚالقطع المᜓا . Parabola  

 

 

(𝑦 − 𝑦)ଶ = 4𝑝(𝑥 − 𝑥) او  (𝑥 − 𝑥)ଶ = 4𝑝(𝑦 − 𝑦) 
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 : ارسم المعادلات التالᘭة 1.13مثال 

A) |𝑍| = 𝑟 

|(𝑥 + 𝑖𝑦)| = 𝑟 

ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 𝑟  ⇒     𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 𝑟ଶ 

 تمثل دائرة مركزها نقطة الاصل

B) |𝑍 − 𝑍| = 𝑟 

⇒    (𝑥 − 𝑥)ଶ + (𝑦 − 𝑦)ଶ = 𝑟ଶ 

 تمثل دائرة مركزها ᘌقع ᗷعᘭدا عن نقطة الاصل

C) |𝑍 − 1 + 𝑖| = 1 

|(𝑥 + 𝑖𝑦) − 1 + 𝑖| = 1 

|(𝑥 − 1) + 𝑖(𝑦 + 1)| = 1 

(𝑥 − 1)ଶ + (𝑦 + 1)ଶ = 1 

,1)دائرة مركزها النقطة  𝑟ونصف قطرها  (1− = 1  

  

  عام، فأن: ᚽشᜓل 

|𝑍 − 𝑍| = 𝑟 ط الدائرةᘭمح ᣢتقع ع ᢝ ᡨᣎتمثل جميع النقاط ال .  

|𝑍 − 𝑍| < 𝑟  ط). تمثلᘭالمح ᣢع ᢝ
ᡨᣎشمل النقاط الᘻ تقع داخل الدائرة (لا ᢝ

ᡨᣎجميع ال  

|𝑍 − 𝑍| > 𝑟  .(طᘭالمح ᣢع ᢝ
ᡨᣎشمل النقاط الᘻ تقع خارج الدائرة (لا ᢝ

ᡨᣎجميع النقاط ال  

 

  

𝑍|: ارسم المعادلة التالᘭة 1.14مثال  − 𝑖| = |𝑍 + 𝑖|  

 ᡧ ᢕᣌة من النقطتᗫساوᙬلها مسافة م ᢝ
ᡨᣎتمثل المعادلة جميع النقاط ال 𝑖 & − 𝑖  ᣢتقع ع ᢝ

ᡨᣎأي جميع النقاط ال ،
 .𝑥المحور 

|𝑍 − 𝑖| = |𝑍 + 𝑖| 
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|𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑖| = |𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖| 

|𝑥 + 𝑖(𝑦 − 1)| = |𝑥 + 𝑖(𝑦 + 1)| 

𝑥ଶ + (𝑦 − 1)ଶ = 𝑥ଶ + (𝑦 + 1)ଶ 

𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 2𝑦 + 1 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 2𝑦 + 1 

4𝑦 = 0 

⇒    𝑦 = ᢝ معادلة     0
ᡧᣎالمحور السي  

 

  : اثᛞت ان المعادلة التالᘭة ᢝᣦ معادلة قطع زائد.  1.15مثال 

|𝑍 − 𝑖4| + |𝑍 + 𝑖4| = 10 

  ᡧ ᢕᣌتᙬثاب ᡧ ᢕᣌع المسافة من نقطتᖔة لمجمᗫلها مسافة مساو ᢝ
ᡨᣎتمثل المعادلة جميع النقاط ال.  

|𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑖4| + |𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖4| = 10 

|𝑥 + 𝑖(𝑦 − 4)| + |𝑥 + 𝑖(𝑦 + 4)| = 10 

ඥ𝑥ଶ + (𝑦 − 4)ଶ + ඥ𝑥ଶ + (𝑦 + 4)ଶ = 10 

ඥ𝑥ଶ + (𝑦 − 4)ଶ = 10 − ඥ𝑥ଶ + (𝑦 + 4)ଶ 

𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 8𝑦 + 16

= 100 − 20ඥ𝑥ଶ + (𝑦 + 4)ଶ + 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 8𝑦 + 16 

16𝑦 + 100 = 20ඥ𝑥ଶ + (𝑦 + 4)ଶ       ] ÷ 4 

4𝑦 + 25 = 5ඥ𝑥ଶ + (𝑦 + 4)ଶ 

16𝑦ଶ + 200𝑦 + 625 = 25[𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 8𝑦 + 16] 

16𝑦ଶ + 200𝑦 + 625 = 25𝑥ଶ + 25𝑦ଶ + 200𝑦 + 400 

(16 − 25)𝑦ଶ − 25𝑥ଶ = 400 − 625 

−9𝑦ଶ − 25𝑥ଶ = −225 

𝑦ଶ

25
+

𝑥ଶ

9
= 1 

 

  نᖔع القطع المخروᢝᣖ الذي تمثله المعادلة التالᘭةحدد :  1.16 مثال

|𝑍 + 2| − |𝑍 − 2| = 2 
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|𝑥 + 𝑖𝑦 + 2| − |𝑥 + 𝑖𝑦 − 2| = 2 

|(𝑥 + 2) + 𝑖𝑦| − |(𝑥 − 2) + 𝑖𝑦| = 2 

ඥ(𝑥 + 2)ଶ + 𝑦ଶ = 2 + ඥ(𝑥 − 2)ଶ + 𝑦ଶ 

𝑥ଶ + 4𝑥 + 4 + 𝑦ଶ = 4 + 4ඥ(𝑥 − 2)ଶ + 𝑦ଶ + 𝑥ଶ − 4𝑥 + 4 + 𝑦ଶ 

8𝑥 − 4 = 4ඥ(𝑥 − 2)ଶ + 𝑦ଶ       ] ÷ 4 

2𝑥 − 1 = ඥ(𝑥 − 2)ଶ + 𝑦ଶ 

4𝑥ଶ − 4𝑥 + 1 = 𝑥ଶ − 4𝑥 + 4 + 𝑦ଶ 

3𝑥ଶ − 𝑦ଶ = 3 

𝑥ଶ −
𝑦ଶ

3
= 1  

 

  : حدد نᖔع القطع المخروᢝᣖ الذي تمثله المعادلة التالᘭة 1.17مثال 

|𝑍 + 2| = 2|𝑍 − 1| 

|𝑥 + 𝑖𝑦 + 2| = 2|𝑥 + 𝑖𝑦 − 1| 

|(𝑥 + 2) + 𝑖𝑦| = 2|(𝑥 − 1) + 𝑖𝑦| 

ඥ(𝑥 + 2)ଶ + 𝑦ଶ = 2ඥ(𝑥 − 1)ଶ + 𝑦ଶ 

𝑥ଶ + 4𝑥 + 4 + 𝑦ଶ = 4[𝑥ଶ − 2𝑥 + 1 + 𝑦ଶ] 

𝑥ଶ + 4𝑥 + 4 + 𝑦ଶ = 4𝑥ଶ − 8𝑥 + 4 + 4𝑦ଶ 

(4 − 1)𝑥ଶ + (−8 − 4)𝑥 + (4 − 4) + (4 − 1)𝑦ଶ = 0 

3𝑥ଶ − 12𝑥 + 3𝑦ଶ = 0       ] ÷ 3 

𝑥ଶ − 4𝑥 + 𝑦ଶ = 0 

𝑥ଶ − 4𝑥 + ൬
4

2
൰

ଶ

− ൬
4

2
൰

ଶ

+ 𝑦ଶ = 0 

𝑥ଶ − 4𝑥 + 4 + 𝑦ଶ = 4 

(𝑥 − 2)ଶ + 𝑦ଶ = 4 

𝑐 = (2,0), 𝑟 = 2 
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ᢝ ال
ᡨᣎواجب بي Home Work 

  اثᛞت ان المعادلات التالᘭة تمثل معادلة دائرة وجد مركزها ونصف قطرها ͭ 1س

1. |𝑍 + 1| = 2|𝑍 + 4| (−5,0), 𝑟 = 2 

2. |𝑍 + 2| = 2|𝑍 + 5| (−6,0), 𝑟 = 2 

3. |𝑍 + 3| = 2|𝑍 + 6| (−7,0), 𝑟 = 2 

4. |𝑍 + 4| = 2|𝑍 + 7| (−8,0), 𝑟 = 2 

5. |𝑍 + 5| = 2|𝑍 + 8| (−9,0), 𝑟 = 2 

6. |𝑍 + 6| = 2|𝑍 + 9| (−10,0), 𝑟 = 2 

7. |𝑍 + 2| = 2|𝑍 − 1| (2,0), 𝑟 = 2 

8. |𝑍 + 2 − 3𝑖| = 5 (−2,3), 𝑟 = 5 

 

  لثᘘت ان المعادلات التالᘭة ᢝᣦ معادلة قطع ناقص ͭ 2س

 

1. |𝑍 − 2𝑖| ± |𝑍 + 2𝑖| = 6 
𝑥ଶ

5
+

𝑦ଶ

9
= 1 

2. |𝑍 − 2𝑖| ± |𝑍 + 2𝑖| = 10 𝑥ଶ

21
+

𝑦ଶ

25
= 1 

3. |𝑍 − 3𝑖| + |𝑍 + 3𝑖| = 8 𝑥ଶ

7
+

𝑦ଶ

16
= 1 

4. |𝑍 − 3𝑖| + |𝑍 + 3𝑖| = 10 𝑥ଶ

16
+

𝑦ଶ

25
= 1 

5. |𝑍 − 𝑖| + |𝑍 + 𝑖| = 4 𝑥ଶ

3
+

𝑦ଶ

4
= 1 

6. |𝑍 − 𝑖| + |𝑍 + 𝑖| = 8 
𝑥ଶ

15
+

𝑦ଶ

16
= 1 

7. |𝑍 − 𝑖| + |𝑍 + 𝑖| = 10 𝑥ଶ

24
+

𝑦ଶ

25
= 1 

8. |𝑍 − 2𝑖| ± |𝑍 + 2𝑖| = 8 𝑥ଶ

12
+

𝑦ଶ

16
= 1 

9. |𝑍 − 4𝑖| ± |𝑍 + 4𝑖| = 10 𝑥ଶ

9
+

𝑦ଶ

25
= 1 

10. |𝑍 + 2𝑖| − |𝑍 − 2𝑖| = 12 
𝑥ଶ

32
+

𝑦ଶ

36
= 1 
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  اثᛞت ان المعادلات التالᘭة ᢝᣦ معادلات قطع زائد ͭ 3س

1. |𝑍 + 2| − |𝑍 − 2| = 2 
𝑥ଶ

1
−

𝑦ଶ

3
= 1 

2. |𝑍 + 3| − |𝑍 − 3| = 2 𝑥ଶ

1
−

𝑦ଶ

8
= 1 

3. |𝑍 + 3| − |𝑍 − 3| = 4 𝑥ଶ

4
−

𝑦ଶ

5
= 1 

4. |𝑍 + 4| − |𝑍 − 4| = 4 𝑥ଶ

4
−

𝑦ଶ

12
= 1 

5. |𝑍 + 4| − |𝑍 − 4| = 6 
𝑥ଶ

9
−

𝑦ଶ

7
= 1 

6. |𝑍 + 6| − |𝑍 − 6| = 6 
𝑥ଶ

9
−

𝑦ଶ

27
= 1 

7. |𝑍 + 6| − |𝑍 − 6| = 8 𝑥ଶ

16
−

𝑦ଶ

20
= 1 

8. |𝑍 + 8| − |𝑍 − 8| = 12 𝑥ଶ

36
−

𝑦ଶ

20
= 1 

9. |𝑍 + 5| − |𝑍 − 5| = 6 𝑥ଶ

9
−

𝑦ଶ

28
= 1 

10. |𝑍 + 5| − |𝑍 − 5| = 8 
𝑥ଶ

16
−

𝑦ଶ

16
= 1 

11. |𝑍 + 5| − |𝑍 − 5| = 10 𝑥ଶ

25
−

𝑦ଶ

9
= 1 

 

ᢝ لـلعدد المركب (1.10 ᢔᣎل القطᘭالتمث .Z( Polar Representation of Z  

 وعلᘭه ᘌمكننا وصفه ᚽشᜓل فᗫᖁد من حᘭث حجمه المعقد ᘌمكن تمثᘭله هندسᘭا متجه تعرفنا ساᗷقا ان العدد 
ᘌ ᢝصنعها مع المحور( واتجاهه )|𝑍| الطول(

ᡨᣎة الᗫالزاو x  ᢝ ᢔᣍجاᘌالإ𝜃(.   

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 

∵ 𝑍 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

𝑍 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖𝑟 sin 𝜃 

𝒁 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) 

  )|𝑍|معامله ( هو طول الرقم المركب 𝑟 حᘭث

𝑟 = |𝑍| = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ 

ᘻ ᢝس𝜃  ᣥ و ᡨᣎة الᗫالزاو ᢝᣦargument of 𝑍  
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𝐚𝐫𝐠(𝒁) = 𝜽 = 𝐭𝐚𝐧ି𝟏
𝒚

𝒙
𝐚𝐫𝐠(𝒁)   او     = 𝜽 = 𝐜𝐨𝐬ି𝟏

𝒙

𝒓
 

ᣥسᘻ 𝑟 & 𝜃 ة لᘭات القطبᘭــ الإحداث Z . ثᘭأن ح 𝜃 مقدارᗷ تختلف ᢝ
ᡨᣎا الᘌمجموعة من الزوا ᣠإ ᢝᣥ2ت ت𝜋 أي ،  

arg(𝑍) = 𝜃 + 2𝑘𝜋, 𝑘 = 0, ±1, ±2, … 

𝜃 عᣢ قᘭمة واحدة للزاوᗫة ، وهو اختᘭار خاص لـ الᗫᖁاضᘭات وقد اتفق علماء ∈ arg (𝑍) مةᘭإنها ق ، 𝜃  ᢝ
ᡨᣎال

ة  ᡨᣂمتها ضمن الفᘭتقع ق−𝜋 < 𝜃 ≤ 𝜋  ةᗫالزاوᗷ ᣘتد ᢝ
ᡨᣎةالا والᘭساس  𝐴𝑟𝑔(𝑍) .  

−𝝅 < 𝑨𝒓𝒈(𝒁) ≤ 𝝅 

𝐚𝐫𝐠(𝒁) = 𝑨𝒓𝒈(𝒁) + 𝟐𝒌𝝅 

  

arg(𝑍ଵ𝑍ଶ) عددان مركᘘان فأن 𝑍ଵ & 𝑍ଶ: اذا ان  1.1نظᗫᖁة  = arg(𝑧ଵ) + arg (𝑍ଶ) 

هان ᢔᣂال: 

𝑍ଵ𝑍ଶ = 𝑟ଵ(cos 𝜃ଵ + 𝑖 sin 𝜃ଵ). 𝑟ଶ(cos 𝜃ଶ

+ 𝑖 sin 𝜃ଶ) 

𝑍ଵ𝑍ଶ = 𝑟ଵ𝑟ଶ[(cos 𝜃ଵ cos 𝜃ଶ

− sin 𝜃ଵ sin 𝜃ଶ)

+ 𝑖(cos 𝜃ଵ sin 𝜃ଶ

+ cos 𝜃ଶ sin 𝜃ଵ)] 

∵ cos(𝛼 ∓ 𝛽)

= cos 𝛼 cos 𝛽 ± sin 𝛼 sin 𝛽 

& sin(𝛼 ∓ 𝛽) = cos 𝛼 sin 𝛽 ∓ cos 𝛽 sin 𝛼 

∴ 𝒁𝟏𝒁𝟐 = 𝒓𝟏𝒓𝟐[𝐜𝐨𝐬(𝜽𝟏 + 𝜽𝟐) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(𝜽𝟏 + 𝜽𝟐)] 

  

  De Moivre Identity . متطاᗷقة دي موفر 1.10.1

 ᢝᣠالتاقة دي موفر وᗷمتطا ᣠمكننا الوصول اᘭقة فᗷة الساᗫᖁانطلاقا من النظ  

∴ arg(𝑍ଵ𝑍ଶ) = arg(𝑍ଵ) + arg(𝑍ଶ) = 𝜃ଵ + 𝜃ଶ        … … 1 

⇒  arg(𝑍ଵ𝑍ଶ𝑍ଷ) = 𝜃ଵ + 𝜃ଶ + 𝜃ଷ  

ضنا ان  ᡨᣂاذا اف𝑍ଵ = 𝑍ଶ = 𝑍ଷ = ⋯ = 𝑍 = 𝑍  

⇒ (𝒄𝒐𝒔 𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝜽)𝒏 = 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽 ,  متطاᗷقة دي موفر

إᣠ المعادلة   2𝑘𝜋، لذلك نضᘭف 𝐴𝑟𝑔(𝑍) ) عندما ᙏستخدم قᘭمة الزاوᗫة الأساسᘭة 1قد تفشل المعادلة (
  ) لتصبح صالحة مرة أخرى ، أي1(
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𝒂𝒓𝒈(𝒁𝟏𝒁𝟐) = 𝑨𝒓𝒈(𝒁𝟏) + 𝑨𝒓𝒈(𝒁𝟐) = 𝜽𝟏 + 𝜽𝟐 + 𝟐𝒌𝝅 

 

𝑍ଵ: اذا علمت ان  1.18مثال  = 𝑍ଶو  1−  = 𝑖، ة لـᗫجد الزاو𝑍ଵ𝑍ଶ  

𝐴𝑟𝑔(𝑍ଵ𝑍ଶ) = 𝐴𝑟𝑔(𝑖 × −1) = 𝐴𝑟𝑔(−𝑖) = −
𝜋

2
 

𝐴𝑟𝑔(𝑍ଵ) = 𝐴𝑟𝑔(−1) = 𝜋 

𝐴𝑟𝑔(𝑍ଶ) = 𝐴𝑟𝑔(𝑖) =
𝜋

2
 

𝐴𝑟𝑔(𝑍ଵ𝑍ଶ) = 𝐴𝑟𝑔(𝑍ଵ) + 𝐴𝑟𝑔(𝑍ଶ) = 𝜋 +
𝜋

2
=

3𝜋

2
 

𝑘لن عند استخدام  = −1 ᣢفأننا نحصل ع  

𝐴𝑟𝑔(𝑍ଵ𝑍ଶ) =
3𝜋

2
+ 2(−1)𝜋 =

3𝜋

2
− 2𝜋 = −

𝜋

2
 

 

:  متطاᗷقة دي موفر ᗷاستخدام ᢝᣠالنحو التا ᣢب التمام ومضاعفاتها، عᘭب والجᘭالج ᡧ ᢕᣌمكننا أن نجد العلاقة بᘌ 

 If 𝑛 = 2 

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)ଶ = cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃 

cosଶ 𝜃 − sinଶ 𝜃 + 2𝑖 cos 𝜃 sin 𝜃 = cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃 

 ᗷاستعمال خواص المساواة، فأننا سنجد ان: 

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝜽 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝜽 𝐬𝐢𝐧 𝜽 

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝜽 = 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝜽 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽 = 𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝜽 − 𝟏 

 If 𝑛 = 3 
(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)ଷ = cos 3𝜃 + 𝑖 sin 3𝜃 

𝐜𝐨𝐬 𝟑𝜽 = 𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝜽 − 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝜽 
𝐬𝐢𝐧 𝟑𝜽 = 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝜽 − 𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝜽 

 If 𝑛 = 4 
(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)ସ = cos 4𝜃 + 𝑖 sin 4𝜃 

𝐜𝐨𝐬 𝟒𝜽 = 𝟖 𝐜𝐨𝐬𝟒 𝜽 − 𝟖 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝜽 + 𝟏 
𝐬𝐢𝐧 𝟒𝜽 = 𝟒 𝐬𝐢𝐧 𝜽 𝐜𝐨𝐬 𝜽 (𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽) 

  

ᢝ لـ ᢔᣎل القطᘭمكننا استخدام التمثᘌ Z قة، مثلᗷة الساᘭاضᗫᖁات الᘭعض العملᗷ فᗫᖁلإعادة تع:  
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1

𝑍
=

1

𝑥 + 𝑖𝑦
=

𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥ଶ − 𝑦ଶ
=

𝑥

𝑥ଶ − 𝑦ଶ
− 𝑖

𝑦

𝑥ଶ − 𝑦ଶ
 

  او 

𝟏

𝒁
=

𝟏

𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽)
=

𝐜𝐨𝐬 𝜽 − 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽

𝒓(𝐜𝐨𝐬𝟐 𝜽 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽)
=

𝟏

𝒓
[𝐜𝐨𝐬 𝜽 − 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽] 

  وᗫمكننا ان نᘘ᙭ت ان: 

𝒁𝟏𝒁𝟐 = 𝒓𝟏𝒓𝟐[𝐜𝐨𝐬(𝜽𝟏 + 𝜽𝟐) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(𝜽𝟏 + 𝜽𝟐)] 

 و

𝒁𝟏

𝒁𝟐
=

𝒓𝟏

𝒓𝟐

[𝐜𝐨𝐬(𝜽𝟏 − 𝜽𝟐) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(𝜽𝟏 − 𝜽𝟐)] 

𝐚𝐫𝐠(𝒁𝟏 𝒁𝟐) = 𝐚𝐫𝐠(𝒁𝟏) + 𝐚𝐫𝐠 (𝒁𝟐) 

𝐚𝐫𝐠 ൬
𝒁𝟏

 𝒁𝟐 
൰ = 𝐚𝐫𝐠(𝒁𝟏) − 𝐚𝐫𝐠 (𝒁𝟐) 

𝒁 = 𝒓[𝐜𝐨𝐬(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅)] 

  

  Euler Formula صᘭغة اوᗫلر  . 1.11

  المتطاᗷقة التالᘭة تعرف ᗷصᘭغة اوᗫلر

𝒆𝒊𝜽 = 𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽 

⇒ 𝑍 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

𝑍 =  𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) 

𝒁 =  𝒓𝒆𝒊𝜽 

 ᢝᣠالنحو التا ᣢة، عᘭاتᘭاضᗫᖁات الᘭعض العملᗷ فᗫᖁضا إعادة تعᘌمكننا أᘌ ،لرᗫوفقا لمعادلة أو:  

𝟏

𝒁
=

𝟏

𝒓
𝒆ି𝒊𝜽 

𝒁𝟏𝒁𝟐 = 𝒓𝟏𝒓𝟐𝒆𝒊(𝜽𝟏ା𝜽𝟐) 

𝒁𝟏

𝒁𝟐
=

𝒓𝟏

𝒓𝟐
𝒆𝒊(𝜽𝟏ି𝜽𝟐) 

  : اᜧتب الاعداد التالᘭة ᗷالصᘭغة القطبᘭة 1.19مثال 

A) 𝑍 = 2 + 𝑖2√3 
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𝑟 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ = √4 + 12 = 4 

𝜃 = tanିଵ
2√3

2
=

𝜋

3
 

 

𝑍 = 4 ቀcos
𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
ቁ = 4𝑒

గ
ଷ  

B) 𝑍 = −5 + 𝑖5 

𝑟 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ = √25 + 25 = 5√2 

𝜃 = tanିଵ
5

−5
=

−𝜋

4
 

 

𝑍 = 5√2 ቀcos
𝜋

4
− 𝑖 sin

𝜋

4
ቁ = 5√2𝑒

ିగ
ସ  

 

𝑍ଵ: ارسم الأرقام التالᘭة ᗷالإحداثᘭات المتعامدة  1.20مثال  = 4 𝑒
య

ఱ
గ , 𝑍ଶ = 2 𝑒ି

ഏ

ర  

𝑍ଵ = 4 ൬cos
3𝜋

5
+ 𝑖 sin

3𝜋

5
൰ = −1.236 + 𝑖3.504 

𝑍ଶ = 2 ቀcos
−𝜋

4
+ 𝑖 sin

−𝜋

4
ቁ = −1.414 + 𝑖1.414 

 

 

𝑍: اذا ان   1.21مثال  = 𝑒ି௧ ت انᛞاث ،𝑍 + 𝑍ି = 2 cos 𝑛𝑡  

𝑍 + 𝑍ି = 𝑒௧ + 𝑒ି௧ = cos 𝑛𝑡 + 𝑖 sin 𝑛𝑡 + cos 𝑛𝑡 − 𝑖 sin 𝑛𝑡 = 2 cos 𝑛𝑡 
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  Powers and Roots . القوى والجذور 1.12

𝑍لᘭكن العدد المعقد  = 𝑟 𝑒(ఏାଶగ) فأن ،𝑍 = 𝑟 𝑒(ఏାଶగ)  ث انᘭح𝑛  .عدد موجب او سالب
 : ᢝᣠف التاᗫᖁمكننا تعᘭاق فᘭوعند استعمال هذا الس 

𝒁 = 𝒓[𝐜𝐨𝐬(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅)] 

𝒁𝒏 = 𝒓𝒏[𝐜𝐨𝐬 𝒏(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝒏(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅)],

𝒌 = 𝟎, ±𝟏, ±𝟐, …    (𝑢𝑠𝑢𝑎𝑙𝑙𝑦 𝑘 = 0 𝑖𝑠 𝑓𝑎𝑖𝑟) 

𝒁
𝟏
𝒏 = 𝒓

𝟏
𝒏 𝐜𝐨𝐬

𝟏

𝒏
(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒏
(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅)൨ , 𝒌 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, … , 𝒏 − 𝟏 

𝒁
𝒎
𝒏 = 𝒓

𝒎
𝒏 ቂ𝐜𝐨𝐬

𝒎

𝒏
(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝒎

𝒏
(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅)ቃ , 𝒌 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, … , 𝒏 − 𝟏 

ᗷ𝑍استعمال معادلة 
భ

 جادᘌمكننا إᘌ ،𝑛  ن هوᗫمتجاور ᡧ ᢕᣌᗫأي جذر ᡧ ᢕᣌكون الفرق الزاوي بᘌ ثᘭمن الجذور، ح
∆𝜃 :  

∆𝜃 =
2𝜋

𝑛
=

360

𝑛
 

 : ᢝᣠالتا ة المعادلة العامة للقوى والجذورᗷمكننا كتاᘌ ،العمومᗷ  

𝒁𝑳 = 𝒓𝑳[𝐜𝐨𝐬 𝑳(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝑳(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅)]) 

 ان حᘭث

𝐿 =       𝑛,
1

𝑛
,

𝑚

𝑛
, −𝑛,

−1

𝑛
, … 

1√: جد جميع الجذور للعدد  1.22مثال 
ర

= 1
భ

ర  

𝑍 = 1, 𝑛 = 4, 𝑘 = 0,1,2,3 

𝑟 = ඥ1ଶ + 0ଶ = 1, θ = tanିଵ
0

1
= 0 = 2𝜋 

∆𝜃 =
2𝜋

4
=

𝜋

2
 

𝑍
ଵ
 = 𝑟

ଵ
 cos

1

𝑛
(𝜃 + 2𝑘𝜋) + 𝑖 sin

1

𝑛
(𝜃 + 2𝑘𝜋)൨ 

(1)
ଵ
ସ = (1)

ଵ
ସ cos

1

4
(0 + 2𝑘𝜋) + 𝑖 sin

1

4
(0 + 2𝑘𝜋)൨ 

(1)
ଵ
ସ = cos

𝑘𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝑘𝜋

2
 



 المرحلة الثالثة  د. حميد مجيد  2020/  2019تحليل الدوال المركبة 

26 
 

for 𝑘 = 0 ⇒   √1
ర

= cos 0 + 𝑖 sin 0 = 1 + 𝑖0 = 1, 𝜃 = 0 

 𝑘 = 1 ⇒   √1
ర

= cos
గ

ଶ
+ 𝑖 sin

గ

ଶ
= 0 + 𝑖1 = 𝑖, 𝜃 =

గ

ଶ
 

 𝑘 = 2 ⇒   √1
ర

= cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋 = −1 + 𝑖0 = −1, 𝜃 = 𝜋 

 𝑘 = 3 ⇒   √1
ర

= cos
ଷగ

ଶ
+ 𝑖 sin

ଷగ

ଶ
= 0 + 𝑖(−1) = −𝑖, 𝜃 =

ଷగ

ଶ
 

 ᢝᣦ الجذور 

1 −1 
𝑖 −𝑖 

  ان اذا𝑛   .الإشارةᗷ شابهة مع اختلافᙬم ᢝᣦ كون نصف الجذورᘭفس ، ᢝ ᢔᣐعدد زو 

 

1): جد جذور العدد  1.23مثال  + 𝑖)
ళ

మ  

𝑍 = 1 + 𝑖, 𝑚 = 7, 𝑛 = 2 , 𝑘 = 0,1 

𝑟 = ඥ1ଶ + 1ଶ = √2, 𝜃 = tanିଵ
1

1
=

𝜋

4
 

∆𝜃 =
2𝜋

2
= 𝜋 

𝑍

 = 𝑟


 ቂcos

𝑚

𝑛
(𝜃 + 2𝑘𝜋) + 𝑖 sin

𝑚

𝑛
(𝜃 + 2𝑘𝜋)ቃ 

(1 + 𝑖)

ଶ = (√2)


ଶ cos

7

2
ቀ

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋ቁ + 𝑖 sin

7

2
ቀ

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋ቁ൨ 

for 𝑘 = 0 ⇒   (1 + 𝑖)
ళ

మ = (√2)
ళ

మ ቂcos
గ

଼
+ 𝑖 sin

గ

଼
ቃ = −3.1075 + 𝑖1.2872, 𝜃 =

గ

଼
 

 𝑘 = 1 ⇒   (1 + 𝑖)
ళ

మ = (√2)
ళ

మ ቂcos
ଷ

଼
+ 𝑖 sin

ଷ

଼
ቃ = 3.1075 − 𝑖1.2872, 𝜃 = 𝜋 

 

𝑤ହ: حل المعادلة التالᘭة  1.24مثال  − 𝑤ସ + 16𝑤 − 16 = 0  

𝑤(𝑤ସ + 16) − (𝑤ସ + 16) = 0 

(𝑤 − 1)(𝑤ସ + 16) = 0 

Either 𝑤 − 1 = 0 ⇒   𝑤 = 1 

Or  𝑤ସ + 16 = 0 ⇒   𝑤 = √−16
ర  
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𝑤 = √−16
ర  

𝑍 = −16, 𝑛 = 4, 𝑘 = 0,1,2,3 

𝑟 = ඥ16ଶ + 0ଶ = 16, 𝜃 = tanିଵ
0

−16
= 𝜋 

∆𝜃 =
2𝜋

4
=

𝜋

2
 

𝑍
ଵ
 = 𝑟

ଵ
 cos

1

𝑛
(𝜃 + 2𝑘𝜋) + 𝑖 sin

1

𝑛
(𝜃 + 2𝑘𝜋)൨ 

(−16)
ଵ
ସ = (16)

ଵ
ସ cos

1

4
(𝜋 + 2𝑘𝜋) + 𝑖 sin

1

4
(𝜋 + 2𝑘𝜋)൨ 

(−16)
ଵ
ସ = √2 cos

𝑘𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝑘𝜋

2
൨ 

for 𝑘 = 0 ⇒   𝑤 = 2 + 𝑖2 = 2(1 + 𝑖) 

 𝑘 = 1 ⇒   𝑤 = −2 + 𝑖2 = 2(−1 + 𝑖) 

 𝑘 = 2 ⇒   𝑤 − 2 − 𝑖2 = 2(−1 − 𝑖) 

 𝑘 = 3 ⇒   𝑤 = 2 − 𝑖2 = 2(1 − 𝑖) 

 

4wଶ: حل المعادلة التالᘭة  1.25مثال  + 4𝑤 + 𝑖 = 0  

𝑤 =
−4 ± √16 − 16𝑖

8
= −

1

2
±

1

2
√1 − 𝑖 

for √1 − 𝑖 

𝑍 = 1 − 𝑖, 𝑛 = 2, 𝑘 = 0,1 

𝑟 = ඥ1ଶ + 1ଶ = √2, 𝜃 = tanିଵ
−1

1
= −

𝜋

4
 

∆𝜃 =
2𝜋

2
= 𝜋 

𝑍
ଵ
 = 𝑟

ଵ
 cos

1

𝑛
(𝜃 + 2𝑘𝜋) + 𝑖 sin

1

𝑛
(𝜃 + 2𝑘𝜋)൨ 

(1 − 𝑖)
ଵ
ଶ = (√2)

ଵ
ଶ cos

1

2
(−

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋) + 𝑖 sin

1

2
(−

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋)൨ 

for 𝑘 = 0 ⇒   (1 − 𝑖)
భ

మ = 1.0987 − 𝑖0.4551 
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 𝑤 =
ଵ

ଶ
±

ଵ

ଶ
(1.0987 − 𝑖0.4551) =

ଵ

ଶ
± 0.5493 − 𝑖0.2275 = 

𝑤ଵ = 1.0493 − 𝑖0.2275 

𝑤ଶ = 0.0493 − 𝑖0.2275 

,1.0493)الحل هو  0.2275), (0.0493, 0.2275) 

 

Z: حل المعادلة التالᘭة  1.26مثال  − 2𝑍ଷ + 2 = 0  

Let 𝑍ଷ = 𝑤 

⇒   𝑤ଶ − 2𝑤 + 2 = 0 

𝑤 =
2 ± √4 − 8

2
= 1 ± 𝑖 

𝑤ଵ = 1 + 𝑖, 𝑤ଶ = 1 − 𝑖 

𝑟 = ඥ1ଶ + 1ଶ = √2, 𝜃 = ±
𝜋

4
 

∆𝜃 =
2𝜋

3
 

𝑤ଵ = √2 ቀcos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
ቁ , 𝑤ଶ = √2 ቀcos

𝜋

4
− 𝑖 sin

𝜋

4
ቁ 

𝑍ଵ = 2
ଵ
 cos

1

3
ቀ

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋ቁ + 𝑖 sin

1

3
ቀ

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋ቁ൨ 

𝑍ଶ = 2
ଵ
 cos

1

3
ቀ

−𝜋

4
+ 2𝑘𝜋ቁ + 𝑖 sin

1

3
ቀ

−𝜋

4
+ 2𝑘𝜋ቁ൨ 

for 𝑘 = 0 →   𝑍ଵ = 1.084215 + 𝑖0.290515 

and  → 𝑍ଶ = 1.084215 − 𝑖0.290515 

for 𝑘 = 1 →   𝑍ଵ = −0.793701 + 𝑖793701 

and  → 𝑍ଶ = −0.793701 − 𝑖793701 

for 𝑘 = 2 →   𝑍ଵ = −0.290515 − 𝑖1.084215 

and  → 𝑍ଶ = −0.290515 + 𝑖1.084215 
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 ᢝ
ᡨᣎالواجب البي Home Work 

  : ᗷاستعمال الاحداثᘭات القطبᘭةجد الجذور لما ᢝᣢᘌ  ͭ 1س

1. √1 + 𝑖 
1.0987 + 𝑖0.455 

−1.0987 − 𝑖0.455 

2. ඨ
1 − 𝑖√3

2
 

0.866025 − 𝑖0.5 
−0.866025 + 𝑖0.5 

3. ඥ(1 + 𝑖)ଶయ  
1.0911 + 𝑖0.633 
−1.0911 + 𝑖0.63 

−𝑖1.2599 

4. √−𝑖
ర  

0.9239 − 𝑖0.3827 
−0.9239 + 𝑖0.3827 
0.3827 + 𝑖0.9239 

−0.3827 − 𝑖0.9239 

5. ൫√3 − 𝑖൯
ଷ

/൫1 − 𝑖√3൯
ହ

 0.2165 + 𝑖0.125 

6. (1 + 𝑖)ଵ 2ହ 

 : حل المعادلات التالᘭة ͭ 2س

1. 𝑍ଶ + (3 + 𝑖4)𝑍 + (−1.75 + 𝑖5.5) = 0 𝑍ଵ = −1.0 − 𝑖1.5, 𝑍ଶ = −2 − 𝑖2.5 
2. 𝑍ଶ + (3 + 𝑖4)𝑍 + (−2.5 + 𝑖5.0) = 0 𝑍ଵ = −2.5 − 𝑖2.5, 𝑍ଶ = −0.5 − 𝑖1.5 
3. 𝑍ଶ + (5 + 𝑖2)𝑍 + (5.25 + 𝑖5.5) = 0 𝑍ଵ = −2.0 − 𝑖1.5, 𝑍ଶ = −3.0 − 𝑖0.5 
4. 𝑍ଶ + (5 + 𝑖2)𝑍 + (4.5 + 𝑖6.0) = 0 𝑍ଵ = −3.5 − 𝑖0.5, 𝑍ଶ = −1.5 − 𝑖1.5 
5. 𝑍ଶ + (6 + 𝑖)𝑍 + (8.75 + 𝑖2.5) = 0 𝑍ଵ = −2.5 + 𝑖0,             𝑍ଶ = −3.5 − 𝑖 

 

1−)اثᛞت ان  ͭ 3س + 𝑖) = 8(1 + 𝑖) .  

  . 1ارسم ستة جذور للعدد  ͭ 4س
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 ᢝ
ᡧᣍالفصل الثا  

  Analytic Function الدالة التحلᘭلᘭة
  Complex Functionمركᘘة . الدالة ال2.1

ᘌدᗷ ᣘالدالة،  𝑊مع العدد  𝑍هما عددان مركᘘان، فأن عملᘭة رᗖط (اقران) العدد  𝑊و  𝑍اذا فرضنا ان ل من 
 .
᠍
  وᢝᣦ معقدة اᘌضا

𝑊 = 𝑓(𝑍) 

ᘌ ᢝمكن ان ᗷأخذها العدد 
ᡨᣎم الᘭالق ᣘوتد𝑍  مجال الدالةᗷDomain (D)  أخذها العددᘌ مكن انᘌ ᢝ

ᡨᣎم الᘭوالق
𝑊  مدى الدالةᗷRang (R) {𝑊 = 𝑓(𝑍): 𝑍 ∈ 𝐷} .  

  

  : حدد مجال و مدى الدوال التالᘭة:  2.1مثال 

1. 𝑤 = 𝑓(𝑍) = 2𝑍ଶ + 4𝑍 + 1 𝐷 = {𝑍: 𝑍 ∈ 𝐶} Entire function 
2. 𝑤 = 𝑓(𝑍) = |𝑍 − 4| 𝐷 = {𝑍: 𝑍 ∈ 𝐶} Entire function 

3. 𝑤 = 𝑓(𝑍) =
1

𝑍ଶ + 4
 𝐷 = {𝑍: 𝑍 ∈ 𝐶\±2𝑖}  

 

ᘌ ،𝑍مكن التعبᢕᣂ عن الدالة المعقدة ᗷأجزائها الحقᘭقᘭة والخᘭالᘭة ،  𝑍 تماما ما = 𝑥 + 𝑖𝑦  . مكننا أنᘌ
𝑓(𝑍) نكتب  = 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 ثᘭح ، 𝑢 & 𝑣   ة منᘭّلᘭة وتخᘭقᘭأجزاء حق ᢝᣦ𝑊  . ᢝᣠالتوا ᣢع 

𝑤 = 𝑓(𝑍) = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) 

  هما دوال حقᘭقᘭة    𝑢 & 𝑣حᘭث 

 

𝑢: اᜧتب الدالة التالᘭة ᗷصᘭغة  2.2مثال  + 𝑖𝑣  

𝑤 = 𝑍ଶ 

𝑤 = 𝑓(𝑍) = (𝑥 + 𝑖𝑦)ଶ = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 2𝑖𝑥𝑦 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ, &         𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 
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  Types of functions . أنواع الدوال2.1.1

ا لنᖔع مجال 
᠍
 :يتم تص ᘭف الدوال ᚽشᜓل عام إᣠ الأنواع التالᘭة ومداها، الدالةوفق

ᡧ قᘭمةدالة ذات  .1 ᢕᣌدالة تع ᢝᣦ :مة واحدةᘭواحدة لـ ق  𝑍 مة واحدة فقط منلᘭق 𝑊 = 𝑓(𝑍) . 
𝑊 = 𝑓(𝑍) = 𝑍ଶ + 3𝑍 

 دالة قᘭمة متعددة . .2
a. واحد ᣠدالة متعدد إ 

ᡧ عدة قᘭم من ᢕᣌدالة تقوم بتعي ᢝᣦو 𝑍 مةᘭق ᣠإ 𝑊 واحدة.  

𝑊 = 𝑓(𝑍) = |𝑍|, 𝑊 = 𝑓(𝑍) = 𝑍ଶ 

b.  متعدددالة ᣠواحد إ 

ᡧ قᘭمة  ᢕᣌدالة تقوم بتعي ᢝᣦواحدة لـو 𝑍 م لـᘭعدة ق ᣠإ 𝑊  .  

𝑤 = 𝑓(𝑍) = √𝑍 

 الدالة المعكوس .3

𝑤 إذا ان = 𝑓(𝑍) و 𝑍 = 𝑔(𝑤)فإن ، 𝑔() دالة معكوس ᢝᣦلـ ة 𝑓() ة كـᗷوكتا  𝑔() = 𝑓ିଵ() .  

𝑊 = 𝑓(𝑍) =
1

𝑍 + 2
, 𝑍 = 𝑔(𝑊) = 𝑓ିଵ(𝑤) =

1

𝑊
− 2 

 الدالة المركᘘة .4
 .دوال مركᘘة𝑔[𝑓()]  ᢝᣦ و 𝑓[𝑔(𝑍)] دالتان ، فإن 𝑔(𝑍) و 𝑓(𝑍) إذا ان

𝑓(𝑍) = 𝑒 , 𝑔(𝑍) = 𝑧ଶ + 10 

𝑓[𝑔(𝑍)] = 𝑒మାଵ, 𝑔[𝑓(𝑍)] = (𝑒)ଶ + 10 

  

  Limits . الغاᘌات2.2

𝑓(𝑍)لᘭكن  = 𝑈(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑉(𝑥, 𝑦)   ةᘘعض  معرفةدالة مركᗷ ᢝ
ᡧᣚ من الجوار  𝑍 = 𝑥 + 𝑖𝑦  ثم تكون ،

𝑊 لᘭكن( غاᘌةلها  𝑓(𝑍) الدالة = 𝑈 + 𝑖𝑉 (ب ᡨᣂقᘌ عندما  𝑍 من𝑍أي ،  

lim
→బ

𝑓(𝑍) = 𝑊 = 𝑈 + 𝑖𝑉 

 فقط وលذا  إذا 

lim
(௫,௬)→(௫బ,௬బ)

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈  𝑎𝑛𝑑 lim
(௫,௬)→(௫బ,௬బ)

𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝑉 

ᡧ أو الᛳسار إᣠ النقطة  ᢕᣌمᘭاب من ال ᡨᣂدة عند الاقᗫᖁمة فᘭق ᢝᣦو𝑍 .  
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  . (0,0): جد فᘭما اذا انت الدالة التالᘭة تملك غاᘌة عند النقطة  2.3مثال 

𝑓(𝑍) = ቄ
3𝑖 Z<0
𝑍ଶ Z≥0

 

lim
௫→శ

௬→శ

𝑓(0) = 0 

lim
௫→ష

௬→ష

𝑓(0) = 3𝑖 

ᡧ والᛳسار.  ᢕᣌمᘭمة عند الاقراب من الᘭمن ق ᡵᣂᜧها أᜧة لامتلاᘌلا تملك الدالة غا 

  

 Properties of limits . خصائص الغاᘌات2.2.1

limوان  𝑍دوال لـ  𝑓(𝑍) & 𝑔(𝑍)اذا انت 
→బ

𝑓(𝑍) = 𝐿  & lim
→బ

𝑔(𝑍) = 𝑀  :فأن  

1. lim
→బ

[𝑓(𝑍) ± 𝑔(𝑍)] = 𝐿 ± 𝑀 

2. lim
→బ

[𝑓(𝑍) × 𝑔(𝑍)] = 𝐿 × 𝑀 

3. lim
→బ

()

()
=



ெ
 

4. lim
→బ

ଵ

()
=

ଵ

ெ
 

 قاعدة هوسᙫتال .5

 lim
→బ

()

()
= lim

→బ

ᇲ()

ᇲ()
  𝑖𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑠 𝑑𝑜𝑠𝑒 𝑛𝑜𝑡 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡 

 

 : جد الغاᘌة للدوال التالᘭة:  2.4مثال 

1. lim
→ଵା

5𝑍 + 1

5𝑍 + 𝑖
=

5 + 𝑖5 + 1

5 + 𝑖5 + 𝑖
=

6 + 𝑖5

5 + 𝑖4
=

1

41
(50 + 𝑖) 

2. lim
→ଶ

(𝑍ଶ + 4𝑍 − 2) = −4 + 8𝑖 − 2 = −6 + 8𝑖 

3. lim
→

𝑖𝑍ଷ − 1

𝑍 + 𝑖
=

𝑖(𝑖)ଷ − 1

𝑖 + 𝑖
=

1 − 1

2𝑖
= 0 
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4. 

lim
→ଶ

ഏ
య

𝑍ଷ + 8

𝑍ସ + 4𝑍ଶ + 16
=

൬2𝑒
గ
ଷ ൰

ଷ

+ 8

൬2𝑒
గ
ଷ ൰

ସ

+ 4 ൬2𝑒
గ
ଷ ൰

ଶ

+ 16

=
8𝑒గ + 8

16𝑒
ସగ

ଷ + 16𝑒
ଶగ

ଷ + 16

=
−8 + 8

16[−0.5 − 𝑖0.866 − 0.5 + 𝑖0.866 + 1]
=

0

0
 

 لعدم وجود الغاᘌة، فأننا س ستخدم قاعدة هوسᙫتال

𝑓ᇱ(𝑍) =
3𝑍ଶ

4𝑍ଷ + 8𝑍
=

3𝑍

4𝑍
൬

𝑍

𝑍ଶ + 2
൰ =

3

4
൬

𝑍

𝑍ଶ + 2
൰ 

lim
→ଶ

ഏ
య

 
3

4
൬

𝑍

𝑍ଶ + 2
൰ =

3

4

⎝

⎜
⎛ 2𝑒

గ
ଷ

൬2𝑒
గ
ଷ ൰

ଶ

+ 2
⎠

⎟
⎞

=
3

4
൬

0.5 + 𝑖0.866

−1 + 𝑖1.732
൰ = 0.375 − 𝑖0.217 

5. 

lim
→ஶ

2𝑍ଶ + 5𝑍 − 3

−𝑍ଶ + 3𝑍 − 1
,   ᗷالقسمة عᣢ اعᣢ اس

lim
→ஶ

2 +
5
𝑍

−
3

𝑍ଶ

−1 +
3
𝑍

−
1

𝑍ଶ

= −2  

6. 

lim
→

log(cos 𝑍)

𝑍ଶ
=

0

0
  

 لعدم وجود الغاᘌة، فأننا س ستخدم قاعدة هوسᙫتال

lim
→

−
sin 𝑍
cos 𝑧
2𝑍

= lim
→

൬
sin 𝑍

𝑍
൰

× lim
→

൬−
1

2 cos 𝑍
൰ = lim

→
൬

𝑐𝑜𝑠𝑍

1
൰ × ൬−

1

2
൰ = 1 ×

−1

2
=

−1

2
 

 

 ᢝ
ᡨᣎالواجب البي Home Work 

  جد مجال الدوال التالᘭة:  ͭ 1س

𝑓(𝑍) =
1

𝑍
,

𝑍 − 1

𝑍 + 1
,

1

𝑍ଶ + 1
,

𝑍

𝑍 + �̅�
 

  𝑓[𝑔(𝑍)] & 𝑔[𝑓(𝑍)]اᜧتب الدالة المركᘘة   ͭ 2س

a. 𝑔(𝑍) = √1 − 𝑍,     𝑓(𝑍) = 𝑍 − 1 

b. 𝑔(𝑍) = 𝑍ଶ,      𝑓(𝑍) =
ଵ

ିଵ
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  جد غاᘌة الدوال التالᘭة:  ͭ 3س

1. lim
௭→ஶ

5𝑍 − 5

−4𝑍 + 1
 −

5

4
 

2. lim
→ଶ


𝑍 + 2 − 𝑖

𝑍ଶ + 𝑍 − 1
൨

ଶ

 −0.02 + 𝑖0.17 

3. lim
→ଵ

(𝑍 − 1) + (𝑍ଶ − 1)

𝑍ଵ − 1
 

3

16
 

4. lim
→

sin 𝑍 − tan 𝑍

𝑍ଶ
 0 

 

  Continuity . الاستمرارᗫة2.3

ᘌ𝑤طلق عᣢ الدالة  = 𝑓(𝑍)  نقطة ᢝ
ᡧᣚ مستمرة 𝑍 = 𝑍  ᢝ

ᡧᣚ فهاᗫᖁإذا تم تع 𝑍  وجوارها و ᢝ
ᡧᣚستوᘻ  وط ᡫᣄال

  :التالᘭة

1. 𝑓(𝑍)  ᢝ
ᡧᣚ معرفة𝑍  

𝑓(𝑍) = 2𝑍ଶ − 3𝑍 + 2 
𝑓(1) = 2 − 3 + 2 = 1 

limالغاᘌة  .2
→బ

𝑓(𝑍) موجودة 

lim
→ଵ

(2𝑍ଶ − 3𝑍 + 2) = 2 − 3 + 2 = 1 

limالغاᘌة  .3
→బ

𝑓(𝑍)  ساويᘻ𝑓(𝑍) 

lim
→ଵ

𝑓(𝑍) = 1 = 𝑓(𝑧) 

  

 ᢝᣦ شيوعا من الانقطاعات ᡵᣂᜧالأنواع الأ:  

 قᘭمة الدالة تمᘭل إᣠ اللانهاᘌة .1

𝑓(𝑍) = tan(𝑍)    𝑎𝑡 𝑍 =
𝜋

2
 ⇒   𝑓(𝑍) = ∞ 

𝑓(𝑍) =
1

𝑥 − 1
    𝑎𝑡 𝑍 = 1 ⇒   𝑓(𝑍) = ∞ 

  قفزة متناهᘭة .2

lim
→ଵష

1

1 + 𝑒
ଵ
௫

ିଵ
= 1,       lim

→ଵశ

1

1 + 𝑒
ଵ
௫

ିଵ
= 0 
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  الانقطاع القاᗷل للإزالة .3

ᢝ النقطة 
ᡧᣚ معرفة ᢕᣂنها غة ولᘌالدالة تمتلك غا𝑍 = 𝑍  

𝑓(𝑍) =
√1 + 𝑍 − 1

𝑍
,

𝑎𝑡 𝑍 = 0 ⇒   𝑓(𝑍)

=
0

0
,    𝑢𝑛𝑑𝑖𝑓𝑖𝑛𝑒𝑑 𝑎𝑡 𝑍 = 0 

lim
→

√1 + 𝑍 − 1

𝑍
=

1

2
,        𝑢𝑠𝑖𝑛𝑔 ℎ𝑜𝑠𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 𝑟𝑢𝑙𝑒 

𝑓(𝑍) =

⎩
⎨

⎧√1 + 𝑍 − 1

𝑍
Z≠0

1

2
Z=0

 

  

  Derivative. المشتقة 2.4

ᢝ المجال عرّ المُ  𝑓(𝑍)للدالة 
ᡧᣚ فةD النقطة ᢝ

ᡧᣚ ان مشتقتها ،𝑍  وتكتب )𝑓′(𝑍) : ᢝᣢᘌ ما (  

𝑓ᇱ(𝑍) = lim
→బ

𝑓(𝑍) − 𝑓(𝑍)

𝑍 − 𝑍
 

𝑓ᇱ(𝑍) = lim
∆→

𝑓(𝑍) − 𝑓(𝑍)

∆𝑍
 

ᢝ النقطة 
ᡧᣚ لة للاشتقاقᗷتكون الدالة قا𝑍  ᢝ

ᡧᣚ اذا امكن اشتقاق الدالة𝑍 .  

  

  The Derivative of Complex Function مشتقة الدالة المركᘘة. 2.5

  ᗷما ان

𝑓ᇱ(𝑍) = lim
∆→

𝑓(𝑍) − 𝑓(𝑍)

∆𝑍
 

𝑍∆وᗖاختᘭار  = (∆𝑥, 0) = ∆𝑥  

𝑓ᇱ(𝑍) = lim
∆→

𝑓(𝑍) − 𝑓(𝑍)

∆𝑍
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𝑓ᇱ(𝑍) = lim
∆௫→

ቈ
𝑈(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑉(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦) − 𝑈(𝑥, 𝑦) − 𝑖𝑉(𝑥, 𝑦)

∆𝑥
 

𝑓ᇱ(𝑍) = lim
∆௫→

ቈ
𝑈(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦) − 𝑈(𝑥, 𝑦)

∆𝑥
+ 𝑖

𝑉(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦) − 𝑉(𝑥, 𝑦)

∆𝑥
 

𝒇ᇱ(𝒁𝟎) =
𝝏𝑼(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)

𝝏𝒙
+ 𝒊

𝝏𝑽(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)

𝝏𝒙
          … … 1 

𝑍∆وᗖاختᘭار  = (0, ∆𝑦) = 𝑖∆𝑦  

𝑓ᇱ(𝑍) = lim
∆௬→

ቈ
𝑈(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) + 𝑖𝑉(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) − 𝑈(𝑥, 𝑦) − 𝑖𝑉(𝑥, 𝑦)

𝑖∆𝑦
 

𝑓ᇱ(𝑍) = lim
∆௬→

ቈ
𝑈(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) − 𝑈(𝑥, 𝑦)

𝑖∆𝑦
+ 𝑖

𝑉(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) − 𝑉(𝑥, 𝑦)

𝑖∆𝑦
 

𝒇ᇱ(𝒁𝟎) =
𝟏

𝒊

𝝏𝑼(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)

𝝏𝒚
+

𝝏𝑽(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)

𝝏𝒚
          … … 2 

 

ᡧ الاشتقاق2.5.1 ᢕᣌقوان . Differentiation Formulas 

1. 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑐) = 0 

2. 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑥) = 𝑐  ;    𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

3. 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑥) = 𝑛𝑐𝑥ିଵ 

4. 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑢 ± 𝑣 ± 𝑤 ± ⋯ ) =

𝑑𝑢

𝑑𝑥
±

𝑑𝑣

𝑑𝑥
±

𝑑𝑤

𝑑𝑥
± ⋯ 

5. 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑢) = 𝑐

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

6. 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑣) = 𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

7. 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑣𝑤) = 𝑢𝑣

𝑑𝑤

𝑑𝑥
+ 𝑢𝑤

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣𝑤

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

8. 𝑑

𝑑𝑥
ቀ

𝑢

𝑣
ቁ =

𝑣
𝑑𝑢
𝑑𝑥

− 𝑢
𝑑𝑣
𝑑𝑥

𝑣ଶ
 

9. 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑢) = 𝑛𝑢ିଵ

𝑑𝑢

𝑑𝑥
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10. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
  (𝐶ℎ𝑎𝑖𝑛 𝑟𝑢𝑙𝑒) 

11. 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

1

𝑑𝑥
𝑑𝑢

 

12. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑢
𝑑𝑥
𝑑𝑢

 

13. 
𝑑

𝑑𝑥
sin 𝑢 = cos 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

14. 
𝑑

𝑑𝑥
cos 𝑢 = − sin 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

15. 
𝑑

𝑑𝑥
tan 𝑢 = secଶ 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

16. 
𝑑

𝑑𝑥
log 𝑢 =

log 𝑒

𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
    𝑎 ≠ 0, 1 

17. 
𝑑

𝑑𝑥
ln 𝑢 =

𝑑

𝑑𝑥
log 𝑢 =

1

𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

18. 
𝑑

𝑑𝑥
𝑎௨ = 𝑎௨ ln 𝑎

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

19. 
𝑑

𝑑𝑥
𝑒௨ =

𝑒௨𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

20. 
𝑑

𝑑𝑥
𝑢௩ =

𝑑

𝑑𝑥
𝑒௩ ୪୬ ௨ = 𝑒௩ ୪୬ ௨

𝑑

𝑑𝑥
[𝑣 ln 𝑢] = 𝑒௩ ୪୬ ௨ 𝑣𝑢௩ିଵ

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑢௩ ln 𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑥
൨ 

 

  . 𝑍: جد مشتقة الدوال التالᘭة عند النقطة  2.5مثال 

1. 𝑓(𝑍) = 3𝑍ଶ − 𝑍ିଵ, 𝑍 = 𝑖 
𝑓ᇱ(𝑍) = 6𝑍 + 𝑍ିଶ 

𝑓ᇱ(𝑖) = 6(𝑖) +
1

(𝑖)ଶ
= −1 + 𝑖6 

2. 𝑓(𝑍) = 𝑖𝑍ଶ + (𝜋 − 𝑖)𝑍, 𝑍 = 𝑖𝜋 
𝑓(𝑍)ᇱ = 2𝑖𝑍 + (𝜋 − 𝑖) 

𝑓ᇱ(𝑖𝜋) = 2𝑖(𝑖𝜋) + 𝜋 − 𝑖 = −2𝜋 + 𝜋 − 𝑖 = −𝜋 − 𝑖 
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2.6 ᢝ
ᡫᣒكو ᢝᣖ ᡫᣃة الاشتقاق وᘭلᗷمان-. قاᗫر Differentiability and Cauchy-

Riemann Conditions  

:   إذا  ᢝᣠالتا ᢝ
ᡧᣚستوᘻ جب انᘌ لة للاشتقاق فأنهاᗷانت الدالة قا  

𝑓ᇱ(𝑍) = 𝑓ᇱ(𝑍) 

𝑈௫ + 𝑖𝑉௫ = −𝑖𝑈௬ + 𝑉௬ 

𝑼𝒙 = 𝑽𝒚

𝑽𝒙 = −𝑼𝒚
ൠ رᗫمان     −  ᢝ

ᡫᣒكو  ᢝᣖ ᡫᣃ 

𝑓(𝑍)لذلك تكون الدالة  = 𝑈 + 𝑖𝑉  لة للاشتقاق عند النقطةᗷقا𝑍  ةᘭانت مشتقاتها الجزئ اذاడ

డ௫
,

డ

డ௬
,

డ

డ௫
 

డو 

డ௬
ᢝ رᗫمان.  

ᡫᣒكو ᢝᣖ ᡫᣃ موجودة وتحقق  

  

ᢝ تكون فيها الدالة التالᘭة قاᗷلة للاشتقاق.  :  2.6مثال  ᡨᣎحدد النقاط ال  

1. 𝑓(𝑍) = 𝑍ଶ 
𝑓ᇱ(𝑍) = (𝑥 + 𝑖𝑦)ଶ = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 2𝑖𝑥𝑦 

⇒ 𝑈 = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ, 𝑉 = 2𝑥𝑦 
𝑈௫ = 2𝑥 = 𝑉௬, 𝑈௬ = −2𝑦 = −𝑉௫ 

∴  ᢝ
ᡫᣒكو ᢝᣖ ᡫᣃ لة -الدالة تحققᗷمان، أي ان الدالة قاᗫجميع النقاط.  للاشتقاقر ᢝ

ᡧᣚ 
𝑓ᇱ(𝑍) = 𝑈௫ + 𝑖𝑉௫ = 2𝑥 + 𝑖2𝑦 = 2(𝑥 + 𝑖𝑦) = 2𝑍 

2. 𝑓(𝑍) = |𝑍|ଶ 
𝑓(𝑍) = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ 

⇒ 𝑈 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ, 𝑉 = 0 
𝑈௫ = 2𝑥, 𝑉௫ = 0 
𝑈௬ = 2𝑦, 𝑉௬ = 0 

ᢝ  هلهذ
ᡫᣒكو ᢝᣖ ᡫᣃ مان يتحققان فق-الدالة فأنᗫط عند ر𝑥 = 𝑦 = 𝑍أي  0 = 0 .  

𝑈௫ = 𝑉௬

𝑉௫ = −𝑈௬
ൠ     𝑎𝑡 𝑥 = 0 & 𝑦 = 0 𝑜𝑛𝑙𝑦 

𝑓(𝑍)الدالة  ∴  = |𝑍|ଶ  لة للاشتقاق عند النقطةᗷقا𝑍 =  فقط.  0
 

 ᢝ
ᡨᣎالواجب البي Home Work 

𝑓(𝑍)جد فᘭما اذا انت الدالة  ͭ 1س = �̅�  .لة للاشتقاقᗷقا  

  . 𝑓′(𝑍)للدوال التالᘭة جد  ͭ 2س

𝑓(𝑍) = 𝑍ଶ + 1, 𝑍 =
1 + 𝑖

√2
, 𝑓ᇱ ൬

1 + 𝑖

√2
൰ = √2(1 + 𝑖) 
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𝑓𝑍) =
𝑍 + 1

𝑍 − 1
, 𝑍 = 1 + 𝑖, 𝑓ᇱ(1 + 𝑖) = 2 

  التالᘭة: جد المشتقة للدوال  ͭ 3س

𝑓(𝑍) = 𝑍 + 2𝑍ଷ − 3 

𝑓(𝑍) = (2𝑍 + 5)଼(1 − 2𝑍 + 𝑍ଶ)ଵ, 𝑓ᇱ(𝑍) = 4(14𝑍 + 21)(2𝑍 + 5)(𝑍 − 1)ଽ 

  

ᢝ رᗫمان2.7
ᡫᣒة لمعادلات كوᘭغة القطبᘭالص . The Polar Form of Cauchy-

Riemann Equations  

  عند استخدام الصᘭغة القطبᘭة فأن

𝑍 = 𝑟𝑒ఏ , 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 

&  𝑓(𝑍) = 𝑈(𝑟, 𝜃) + 𝑖𝑉(𝑟, 𝜃) 

 ᢝᣦ مانᗫر ᢝ
ᡫᣒكو ᢝ

ᡨᣎة لمعادلᘭغة القطبᘭالص  

𝝏𝑼

𝝏𝒓
=

𝟏

𝒓

𝝏𝑼

𝝏𝜽
,

𝝏𝑽

𝝏𝒓
= −

𝟏

𝒓

𝝏𝑼

𝝏𝜽
 

 ᢝ
ᡫᣒلمعادلات كو ᢝ ᢔᣎالشᜓل القط ᣢمكن العثور عᘌ-مان بᗫدة مثل وساطةرᘌطرق عد: 

الطᗫᖁقة 
ᣠالاو 

𝑑𝑓

𝑑𝑍
=

𝜕𝑓

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑍
 

∵ 𝑍 = 𝑟𝑒ఏ   ⇒    
𝜕𝑍

𝜕𝑟
= 𝑒ఏ    ⇒    

𝜕𝑟

𝜕𝑍
= 𝑒ିఏ  

∵ 𝑓 = 𝑈 + 𝑖𝑉   ⇒   
𝜕𝑓

𝜕𝑟
=

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝑟
 

⇒
𝑑𝑓

𝑑𝑍
= 𝑒ିఏ 

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝑟
൨      … … 1 

𝑑𝑓

𝑑𝑍
=

𝜕𝑓

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑍
 

∵ 𝑍 = 𝑟𝑒ఏ   ⇒    
𝜕𝑍

𝜕𝜃
= 𝑖𝑟𝑒ఏ    ⇒    

𝜕𝜃

𝜕𝑍
= −

𝑖

𝑟
𝑒ିఏ 

∵ 𝑓 = 𝑈 + 𝑖𝑉   ⇒   
𝜕𝑓

𝜕𝜃
=

𝜕𝑈

𝜕𝜃
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝜃
 

⇒
𝑑𝑓

𝑑𝑍
= −

𝑖

𝑟
𝑒ିఏ 

𝜕𝑈

𝜕𝜃
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝜃
൨     … … 2 
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 )، فأننا نحصل ع2ᣢ) مع (ᗷ1مساواة معادلة (

𝑒ିఏ 
𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝑟
൨ = −

𝑖

𝑟
𝑒ିఏ 

𝜕𝑈

𝜕𝜃
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝜃
൨ 

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝑟
= −

𝑖

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝜃
+

1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃
 

ᣢاستعمال خواص المساواة، فأننا نحصل عᗷ 

𝝏𝑼

𝝏𝒓
=

𝟏

𝒓

𝝏𝑽

𝝏𝜽
,

𝝏𝑽

𝝏𝒓
= −

𝟏

𝒓

𝝏𝑼

𝝏𝜽
 

الطᗫᖁقة 
 الثانᘭة

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 

𝜕𝑈

𝜕𝑟
=

𝜕𝑈

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑟
=

𝜕𝑈

𝜕𝑥
cos 𝜃 ⇒  

𝜕𝑈

𝜕𝑥
=

1

cos 𝜃

𝜕𝑈

𝜕𝑟
 

𝜕𝑉

𝜕𝜃
=

𝜕𝑉

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝜃
=

𝜕𝑉

𝜕𝑦
𝑟 cos 𝜃 ⇒  

𝜕𝑉

𝜕𝑦
=

1

𝑟 cos 𝜃

𝜕𝑉

𝜕𝜃
 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
=

𝜕𝑉

𝜕𝑦
 

⇒   
𝝏𝑼

𝝏𝒓
=

𝟏

𝒓

𝝏𝑼

𝝏𝜽
 

𝜕𝑉

𝜕𝑟
=

𝜕𝑉

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑟
=

𝜕𝑉

𝜕𝑥
cos 𝜃 ⇒  

𝜕𝑉

𝜕𝑥
=

1

cos 𝜃

𝜕𝑉

𝜕𝑟
 

𝜕𝑈

𝜕𝜃
=

𝜕𝑈

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝜃
=

𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑟 cos 𝜃 ⇒  

𝜕𝑈

𝜕𝑦
=

1

𝑟 cos 𝜃

𝜕𝑉

𝜕𝜃
 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑈

𝜕𝑦
 

⇒   
𝝏𝑽

𝝏𝒓
= −

𝟏

𝒓

𝝏𝑼

𝝏𝜽
 

الطᗫᖁقة 
 الثالثة

𝑓 = 𝑈(𝑟, 𝜃) + 𝑖𝑉(𝑟, 𝜃) 

𝑑𝑓

𝑑𝑍
=

𝜕𝑓

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑍
= 

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝑟
൨

1

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)
 

𝑑𝑓

𝑑𝑍
= (cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃) 

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝑟
൨ 

𝑑𝑓

𝑑𝑍
=

𝜕𝑓

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑍
= 

𝜕𝑈

𝜕𝜃
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝜃
൨

1

(− sin 𝜃 + 𝑖 cos 𝜃)
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𝑑𝑓

𝑑𝑍
=

−𝑖

𝑟
(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃) 

𝜕𝑈

𝜕𝜃
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝜃
൨ 

∴  
𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝑟
=

−𝑖

𝑟
൬

𝜕𝑈

𝜕𝜃
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝜃
൰ 

⇒   
𝝏𝑼

𝝏𝒓
=

𝟏

𝒓

𝝏𝑼

𝝏𝜽
,

𝝏𝑽

𝝏𝒓
= −

𝟏

𝒓

𝝏𝑼

𝝏𝜽
 

الطᗫᖁقة 
 الراᗷعة

𝑍 =  𝑟𝑒ఏ = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖𝑟 sin 𝜃 

𝑈 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑉 = 𝑟 sin 𝜃 

𝜕𝑈

𝜕𝑟
= cos 𝜃  … … 1              

𝜕𝑉

𝜕𝑟
= sin 𝜃      … … 2 

𝜕𝑈

𝜕𝜃
= −𝑟 sin 𝜃                    

𝜕𝑉

𝜕𝜃
= 𝑟 cos 𝜃 

−
1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝜃
= sin 𝜃 … … 3                 

1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃
= cos 𝜃 … … 4 

  )، فأننا نحصل ع3ᣢ) مع (2() ومعادلة 4) مع (ᗷ1مساواة معادلة (

𝝏𝑼

𝝏𝒓
=

𝟏

𝒓

𝝏𝑼

𝝏𝜽
,

𝝏𝑽

𝝏𝒓
= −

𝟏

𝒓

𝝏𝑼

𝝏𝜽
 

  

  Analytic Function . الدالة التحلᘭلᘭة2.8

𝑊 ركᘘةالدالة الم تكون = 𝑓(𝑍) ةᘭلᘭعند النقطة  تحل𝑍 لةᗷانت قا عند  شتقاقللا  إذا𝑍 لا  وارها وجលو ،
  . انفراد ᘻسᣥ نقطة  𝑍فإن النقطة 

𝑊من أجل أن تكون الدالة  = 𝑓(𝑍)  المنطقة ᢝ
ᡧᣚ ةᘭلᘭتحل𝐷  :ةᘭوط التال ᡫᣄال ᢝ

ᡧᣚستوᘻ جب أنᘌ ،  

  . 𝑍عند النقطة معرفة لدالة ا. 1

ᗷ 𝑊صᘭغةᘌمكن ᘻشكᘭل الدالة . 2 = 𝑈 + 𝑖𝑉 .  

ᢝ  شتقاقلا لدالة قاᗷلة لا. 3
ᡧᣚ𝑍 وارها وج . 

  

  : اثᛞت ان الدالة الالᘭة تحلᘭلᘭة.  2.7مثال 

𝑓(𝑍) = 𝑍ଶ + 𝑖5𝑍 + 3 − 𝑖 

 ᘌمكن ملاحظة ان الدلة ᢝᣦ دالة تامة

𝑓(𝑍) = (𝑥 + 𝑖𝑦)ଶ + 𝑖5(𝑥 + 𝑖𝑦) + 3 − 𝑖 

𝑓(𝑍) = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 𝑖2𝑦𝑥 + 𝑖5𝑥 − 5𝑦 + 3 − 𝑖 
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𝑓(𝑍) = (𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 5𝑦 + 3) + 𝑖(2𝑦𝑥 + 5𝑥 − 1) 

𝑈 = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 5𝑦 + 3, 𝑉 = 2𝑦𝑥 + 5𝑥 − 1 

𝑈௫ = 2𝑥, 𝑉௫ = 2𝑦 + 5 

𝑈௬ = −2𝑦 − 5, 𝑉௬ = 2𝑥 

ᢝ رᗫمان تم اسᘭᙬفائهما
ᡫᣒكو ᢝᣖ ᡫᣃ 

𝑓ᇱ(𝑍) =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 𝑖(2𝑦 + 5) = 2(𝑥 + 𝑖𝑦) + 𝑖5 = 2𝑍 + 𝑖5 

𝑓ᇱ(𝑍) =
1

𝑖

𝜕𝑈

𝜕𝑦
+

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= −𝑖(−2𝑦 − 5) + 2𝑥 = 2𝑍 + 𝑖5 

 

  : تحقق فᘭما اذا انت الدالة التالᘭة تحلᘭلᘭة 2.8مثال 

𝑓(𝑍) = 𝑍 − 𝑖�̅� 

𝑓(𝑍) = (𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑖(𝑥 − 𝑖𝑦) = 𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑖𝑥 − 𝑦 = (𝑥 − 𝑦) + 𝑖(𝑦 − 𝑥) 

𝑈 = 𝑥 − 𝑦, 𝑉 = 𝑦 − 𝑥 

𝑈௫ = 1, 𝑉௫ = −1 

𝑈௬ = −1, 𝑉௬ = 1 

𝑈௫ = 𝑉௬                ᢝ
ᡧᣚاستو 

𝑉௫ = −𝑈௬      ᢝ
ᡧᣚستوᛒ لم 

 ᢝ
ᡫᣒكو ᢝᣖ ᡫᣃ فاءᘭᙬة. -نظرا لعد اسᘭلᘭتحل ᢕᣂمان، فأن الدالة غᗫر  

 

 ᢝ
ᡨᣎالواجب البي Home work 

  تحقق فᘭما إذا انت الدوال التالᘭة تحلᘭلᘭة:  ͭ 1س

𝑓(𝑍) = −𝑥𝑦 +
𝑖

2
(𝑥ଶ − 𝑦ଶ) 

𝑓(𝑍) = (𝑦 + 1)ଶ + 𝑖(𝑥 + 1)ଶ 

𝑓(𝑍) = 𝑥ଷ − 3𝑥𝑦ଶ + 2𝑦 − 𝑖(𝑦ଷ − 3𝑥ଶ௬ + 2𝑥 − 7) 
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  Harmonic Function . الدالة التوافقᘭة2.9

ᗫن  ᢕᣂالدالة المكونة من متغ ᣘتد𝑥, 𝑦  ة مستمرةᘭوالثان ᣠة الأوᘭانت مشتقاتها الجزئ ة اذاᘭالدالة التوافقᗷ
ᢝ المعادلة التالᘭة: 

ᡧᣚستوᘻو  

∇ଶ=
𝜕ଶ

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ

𝜕𝑦ଶ
= 0 

  .الأساسᘭة ᘻسᣥ معادلة لاᗷلاس وᢝᣦ صالحة لᝣل من الدوال الحقᘭقᘭة والمعقدةهذه المعادلة 

  

𝑓(𝑍)نظᗫᖁة: لتكن  = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑉(𝑥, 𝑦)  المجال ᢝ
ᡧᣚ ةᘭلᘭدالة تحل𝐷 ، ل من فأن

𝑈(𝑥, 𝑦)  و𝑉(𝑥, 𝑦)  ᢝ
ᡧᣚ ةᘭهما دوال توافق𝐷 .  

هان:  ᢔᣂال  

𝑓(𝑍)حᘭث ان  = 𝑈(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑉(𝑥, 𝑦)  ᢝ
ᡫᣒكو ᢝᣖ ᡫᣃ تحقق ᢝᣧة، لذلك فᘭلᘭدالة تحل ᢝᣦ- :مانᗫر 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
=

𝜕𝑉

𝜕𝑦
     … … 1 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑈

𝜕𝑦
     … … 2 

 ᣠة اᘘال سᗷ ةᘭأخذ المشتقة الجزئᗷ𝑥 ) 1للمعادلة رقم ᣠة اᘘال سᗖو (𝑦 ) ي تج: 2للمعادلة رقم ،(  

𝜕

𝜕𝑥
൬

𝜕𝑈

𝜕𝑥
൰ =

𝜕

𝜕𝑥
൬

𝜕𝑉

𝜕𝑦
൰     … … 3 

𝜕𝑈

𝜕𝑦
൬

𝜕𝑈

𝜕𝑦
൰ = −

𝜕

𝜕𝑦
൬

𝜕𝑉

𝜕𝑥
൰     … … 4 

𝑉௫௬المشتقات الجزئᘭة  , 𝑉௬௫, 𝑈௫௫  و𝑈௬௬) مستمرة ᢝᣦ𝑓(𝑍)  :ة)، لذلكᘭلᘭدالة تحل  

𝜕

𝜕𝑥
൬

𝜕𝑉

𝜕𝑦
൰ =

𝜕

𝜕𝑦
൬

𝜕𝑉

𝜕𝑥
൰ 

  )، ي تج: 4) مع (ᗷ3مساواة معادلة (

𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑦ଶ
= 0 

 ᣠة اᘘال سᗷ ةᘭأخذ المشتقة الجزئᗖقة وᗫᖁنفس الطᗖو𝑦 ) 1لمعادلة ᣠة اᘘال سᗖو (𝑥 ) ي تج: 2للمعادلة ،(  

𝜕ଶ𝑉

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑉

𝜕𝑦ଶ
= 0 
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,Φ(𝑥: اثᛞت ان  2.8مثال  𝑦) = 𝑥ଷ − 3𝑥𝑦ଶ + 2𝑦  ة، وجد الجزءᘭلᘭمن دالة تحل ᢝ
ᡨᣛᘭالجزء الحق ᢝᣦ

) لهذه الدالة.  ᢝᣠاᘭالمركب منها (الخ  

𝜕Φ

𝜕𝑥
= 3𝑥ଶ − 3𝑦ଶ  →  

𝜕ଶΦ

𝜕𝑥ଶ
= 6𝑥 

𝜕Φ

𝜕𝑦
= −6𝑥𝑦 + 2 →  

𝜕ଶΦ

𝜕𝑦ଶ
= −6𝑥 

⇒  
𝜕ଶΦ

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶΦ

𝜕𝑦ଶ
= 6𝑥 − 6𝑥 = 0 

 Φ(𝑥, 𝑦)  .ةᘭلᘭجزء من دالة تحل ᢝᣧة فᗫᖁالنظ ᣠنادا اᙬة واسᘭدالة توافق ᢝᣦ  

ᢝ رᗫمان. 
ᡫᣒكو ᢝᣖ ᡫᣃ ستعملᙏ ة، فأنناᘭلᘭجاد الجزء المركب من الدالة التحلᘌلإ  

∵ 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑅𝑒(Φ(𝑥, 𝑦)) 

⇒
𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 3𝑥ଶ − 3𝑦ଶ =

𝜕𝑉

𝜕𝑦
       … … 1 

−
𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 6𝑥𝑦 − 2 =

𝜕𝑉

𝜕𝑥
 

  )، ي تج: 1وᗖتᜓامل معادلة رقم (

𝑉 = න(3𝑥ଶ − 3𝑦ଶ) 𝑑𝑦 + 𝑐(𝑥) = 3𝑥ଶ𝑦 − 𝑦ଷ + 𝑐(𝑥)    … … 3 

  𝑐(𝑥)) لأجل إᘌجاد 2ومقارنتها مع معادلة رقم ᗷ (𝑥 )ال سᘘة اᣠ 3وᗖأخذ المشتقة لمعادلة رقم (

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 6𝑥𝑦 − 𝑐ᇱ(𝑥) = −

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 6𝑥𝑦 − 2 

⇒   𝑐ᇱ(𝑥) = −2 ⇒   𝑐(𝑥) = න −2𝑑𝑥 = −2𝑥 + 𝐷 

∴ 𝑉(𝑥, 𝑦) = 3𝑥ଶ𝑦 − 𝑦ଷ − 2𝑥 + 𝐷 

∴ 𝑓(𝑍) = (𝑥ଷ − 3𝑥𝑦ଶ + 2𝑦) + 𝑖(3𝑥ଶ𝑦 − 𝑦ଷ − 2𝑥 + 𝐷) 

ᡧ من نقاط  𝐷ان قᘭمة  ᢕᣌالأقل نقطت ᢝ
ᡧᣚ جادها اذا علمناᘌمكن اᘌ𝑉(𝑥, 𝑦)  

  

2.10 ᢝ
ᡨᣛالمرافق التواف . Harmonic Conjugate  

,𝑈(𝑥لتكن  𝑦)  المنطقة ᢝ
ᡧᣚ دالة توافقة𝐷 ᢝ

ᡨᣛفيوجد دالة مرافق تواف ،𝑉(𝑥, 𝑦)  المنطقة ᢝ
ᡧᣚ معرفة𝐷  ثᘭحᗷ

,𝑓(𝑥ان  𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑉(𝑥, 𝑦)  .ةᘭلᘭدالة تحل ᢝᣦ  
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ᢝ لا ᘌمت ᗷصلة اᣠ المرافق المعقد للعدد المركب. 
ᡨᣛملاحظة: المرافق التواف  

  

𝑓(𝑍): لتكن الدالة   2.9مثال  = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 𝑖2𝑥𝑦 ᢝ
ᡨᣛᘭهو مرافق للجزء الحق ( ᢝᣠاᘭهل الجزء المركب (الخ ،

ᡧ  أᗷدلنا (والعكس ᗷالعكس)؟ إذا  ᢕᣌا؟ أحدهما الجزئᘭافقان توافق ᡨᣂكونان مᘭدل الاخر، هل سᗷ  

ᘌ ᡧجب ان ᘌكونان توافقᘭان وᗫكونان دالة  ᢕᣌفأن الجزئ ᢝ
ᡨᣛᘭا مع الجزء الحقᘭافق توافق ᡨᣂكون الجزء المركب مᘭل

  تحلᘭلᘭة. 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 2𝑥,

𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑥ଶ
= 2,

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= −2𝑦,

𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑦ଶ
= −2 

∴ 𝑈௫௫ + 𝑈௬௬ = 2 − 2 =   𝑈 دالة توافقᘭة   ,0

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 2𝑦,

𝜕ଶ𝑉

𝜕𝑥ଶ
= 0,

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= 2𝑥,

𝜕ଶ𝑉

𝜕𝑦ଶ
= 0 

∴ 𝑉௫௫ + 𝑉௬௬ = 0 + 0 = 0,  𝑉 دالة توافقᘭة

𝑈௫ = 2𝑥 = 𝑉௬

𝑉௫ = −2𝑦 = −𝑈௬
ൠ رᗫمان   −  ᢝ

ᡫᣒكو  ᢝᣖ ᡫᣃ ة تحققᘭلᘭدالة تحل 

.  𝑓(𝑍)الجزء المركب من الدالة  ∴ ᢝ
ᡨᣛᘭللجزء الحق ᢝ

ᡨᣛهو مرافق تواف  

 : ᢝᣦ دة ستكونᘌفأن الدالة الجد ، ᡧ ᢕᣌدال الجزئᗷأᗷ اذا قمنا  

𝑓(𝑍) = 2𝑥𝑦 + 𝑖(𝑥ଶ − 𝑦ଶ) 

𝑈 = 2𝑥𝑦, 𝑉 = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ 

𝑈௫ = 2𝑦, 𝑉௬ = −2𝑦

𝑈௬ = 2𝑥, 𝑉௫ = 2𝑥
ൠ ᘌمان، الدالة غᢕᣂ  تحلᘭلᘭة    −  ᢝ

ᡫᣒكو  ᢝᣖ ᡫᣃ حققانᘌ لا  ᡧ ᢕᣌلا الجزئ 

افق توافقᘭا مع ᗷال سᘘة للدالة الجدᘌدة،  ᡨᣂان الا ان الجزء المركب لا يᘭتوافق ᡧ ᢕᣌلا الجزئ الرغم من ان ᣢفع
ᢝ لونهما لا ᛒشᜓلان دالة تحلᘭلᘭة. 

ᡨᣛᘭالجز الحق  

  

2.11 ᢝ
ᡨᣛتعامد المرافق التواف . Orthogonality of the Harmonic Conjugate  

 ᢝ
ᡨᣛة ان دوال المرافق التوافᘭان لدينا دالة توافق التعامد. فاذا ᢝᣦ ᢝ ᡨᣎة مهمة والᘭتمتلك خاص𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑐ଵ 

 ᢝ
ᡨᣛومرافقها التواف𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝑘ଵ :ةᘭة المهمة التالᗫᖁفلدينا النظ ،  

  

𝑓(𝑍)نظᗫᖁة: لتكن  = 𝑈(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑉(𝑥, 𝑦)  ة وᘭلᘭدالة تحل𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, ,𝑘ଵو  … 𝑘ଶ, 𝑘ଷ, ثواᗷت  …
𝑈حقᘭقᘭة، فان منحنᘭات  = 𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐  اتᘭمنحن ᣢمتعامدة ع ᢝᣦ𝑉 = 𝑘ଵ, 𝑘ଶ, 𝑘ଷ, … 𝑘 . 
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𝑓(𝑍)شᜓل الدالة  = 𝑍ଶ 

 

  

 Laplace Equation in Polar . معادلة لاᗷلاس ᗷالإحداثᘭات القطبᘭة2.12
Coordinate  

 : ᢝᣦ لاسᗷة لمعادلة لاᘭغة القطبᘭالص  

𝒓𝟐𝑼𝒓𝒓 + 𝒓𝑼𝒓 + 𝑼𝜽𝜽 = 𝟎 

𝒓𝟐𝑽𝒓𝒓 + 𝒓𝑽𝒓 + 𝑽𝜽𝜽 = 𝟎 

 ᢝ
ᡫᣒكو ᢝ ᡨᣎهان: معادل ᢔᣂمان -الᗫاترᘭالإحداثᗷ  : ᢝᣦ ةᘭالقطب  

𝑟𝑈 = 𝑉ఏ    … … 1 

𝑟ଶ𝑉 = 𝑈ఏ   … … 2 

ᗷ ᢝال سᘘة لـ 
ᣍأجراء الاشتقاق الجزᗷ𝑟 ) ة لـ1لمعادلة رقمᘘال سᗖو ( 𝜃 ) ي تج: 2لمعادلة رقم ،(  

𝑟𝑈 + 𝑈 = 𝑉ఏ   … … 3 

−𝑟𝑉ఏ = 𝑈ఏఏ  

⇒  𝑉ఏ = −
1

𝑟
𝑈ఏఏ   … … 4 

𝑉ఏالمشتقات الجزئᘭة مستمرة، لذلك  ∵ = 𝑉ఏ .) مساواة معادلةᗷ3) 4) مع :ᣢنحصل ع :(  

𝑟𝑈 + 𝑈 = −
1

𝑟
𝑈ఏఏ   ] × 𝑟 

𝒓𝟐𝑼𝒓𝒓 + 𝒓𝑼𝒓 + 𝑼𝜽𝜽 = 𝟎 

  )، نحصل عᣢ: 2لمعادلة رقم ( 𝜃) وᗖال سᘘة لـ 2لمعادلة (𝑟 بنفس الطᗫᖁقة، ᗷأخذ المشتقات الجزئᘭة ᗷال سᘘة لـ

𝒓𝟐𝑽𝒓𝒓 + 𝒓𝑽𝒓 + 𝑽𝜽𝜽 = 𝟎 
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 ᢝ
ᡨᣎالواجب البي Home Work 

ᢝ لها.  𝑈اثᛞت ان الدالة  ͭ 1س
ᡨᣛة وجد المرافق التوافᘭتوافق  

1. 𝑈 = 2𝑥(1 − 𝑦) 𝑉 = 2𝑦 − 𝑦ଶ + 𝑥ଶ + 𝐷 
2. 𝑈 = 𝑥𝑒௫ cos 𝑦 − 𝑦𝑒௫ sin 𝑦 𝑉 = 𝑥𝑒௫ sin 𝑦 − 𝑦𝑒௫ cos 𝑦

+ 𝐷 
3. 𝑈 = sinh 𝑥 sin 𝑦 𝑉 = − cosh 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑦 + 𝐷 
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  الفصل الثالث

  Elementary Functionsالأولᘭة الدوال 
 : ᢝᣦ ᢝ

ᡨᣎالفضاء المركب، وال ᢝ
ᡧᣚ ةᘭــع من الدوال الأساسᗖتم دراسة أرᚏهذا الفصل س ᢝ

ᡧᣚ  

 ةᘭالدالة الاس 
 ةᘭتمᗫالدالة اللوغار 
 ةᘭالدوال المثلث 
 ةᘌالدوال الزائد 

  

  Exponential Function . الدالة الاسᘭة3.1

𝑍لᘭكن  = 𝑥 + 𝑖𝑦،  : ᢝᣠالتا فهاᗫᖁᜓمن تعᘌ ةᘭفأن الدالة الاس  

𝒆𝒁 = 𝒆𝒙ା𝒊𝒚 = 𝒆𝒙𝒆𝒊𝒚 = 𝒆𝒙(𝐜𝐨𝐬 𝒚 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝒚) 

  )radتقاس ᗷالزواᘌا النصف قطᗫᖁة (نقᘭة) ( 𝑦حᘭث ان 

𝜋 = 3.14 (𝑟𝑎𝑑) = 180(deg) 

 يتم كتاᗷة الدالة الاسᘭة ᗷالصᘭغة 
᠍
  . ᗷ𝑒دᢻً عن  exp (𝑍)احᘭانا

  

 Some properties of the Exponential الاسᘭة. ᗷعض خصائص الدالة 3.1.1
Function  

1. ௗ

ௗ
(𝑒) = 𝑒 

2. 

3. |𝑒| = ห𝑒௫ା௬ห = ห𝑒௫𝑒௬ห = 𝑒௫|(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦)| = 𝑒௫ඥcosଶ 𝑦 + sinଶ 𝑦 = 𝑒௫ 

 |𝑒| = 𝑒௫ 

arg(𝑒௭) = 𝑦 + 2𝑘𝜋, (𝑟𝑎𝑑)  

 Argument of 𝑒 is differ from the argument of 𝑍. i.e. arg(𝑍) = tanିଵ ௬

௫
,

(deg) 

4. 𝑒 ≠ 0 

 If 𝑍 = 𝑥 + 𝑖0 ⇒   𝑤 = 𝑒௫ 

𝑤اذا انت الدالة  = 𝑓(𝑍)  المجال ᢝ
ᡧᣚ ةᘭلᘭتحلD  فأن𝑒௪  ᢝ

ᡧᣚ ضاᘌة أᘭلᘭتحلD 
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 If 𝑍 = 0 + 𝑖𝑦 ⇒   𝑤 = 𝑒௬ = cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦 

 If 𝑍 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⇒   𝑤 = 𝑒௫ା௬ = 𝑒௫(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) 

 If 𝑍 = 0 + 𝑖0 ⇒   𝑤 = 𝑒 = 1 

5.  exp(𝑍ଵ) × exp(𝑍ଶ) = exp(𝑍ଵ + 𝑍ଶ) 

 exp(𝑍ଵ) / exp(𝑍ଶ) = exp(𝑍ଵ − 𝑍ଶ) 

 1/ exp(𝑍) = exp(−𝑍) 

6. exp(𝑍) = exp(𝑚𝑍) ,     𝑚 ∈ 𝑍 

 Exp(𝑍)
భ

 = exp
ଵ


(𝑍 + 𝑖2𝑘𝜋) ,    𝑛, 𝑘 ∈ 𝑍 

 exp(𝑍)


 = exp



(𝑍 + 𝑖2𝑘𝜋) ,    𝑛, 𝑚, 𝑘 ∈ 𝑍 

7. exp(𝑍 + 𝑖2𝑘𝜋) = exp(𝑍) × exp(𝑖2𝑘𝜋)  

and exp(𝑖2𝑘𝜋) = 𝑒(cos 2𝜋 + 𝑖 sin 2𝜋) = 1 

It follows that exp(𝑍 + 𝑖2𝑘𝜋) = exp(𝑍) 

8. exp(�̅�) = (exp(𝑍))തതതതതതതതതതതത 

9. 𝑒గ + 1 = 0 

𝑎: اᜧتب التعابᢕᣂ التالᘭة ᗷصᘭغة  3.1مثال  + 𝑖𝑏 .  

1. 
𝑒ଷାସ = 𝑒ଷ ൬cos ൬4 ×

180

3.14
൰ + 𝑖 sin ൬4 ×

180

3.14
൰൰

= 20(cos 229.2 + 𝑖 sin 229.2) = 20(−0.653 − 𝑖0.757)
= −13.06 − 𝑖15.14 

2. 
𝑒 = 𝑒 ൬cos ൬1 ×

180

3.14
൰ + 𝑖 sin ൬1 ×

180

3.14
൰൰ = cos 57.296 + 𝑖 sin 57.296

= 0.540 + 𝑖0.842 
3. 

𝑒
= 𝑒.ହସା.଼ସଶ = 𝑒.ହସ ൬cos ൬0.842 ×

180

3.14
൰ + 𝑖 sin ൬0.842 ×

180

3.14
൰൰

= 1.716(cos 48.243 + 𝑖 sin 48.243) = 1.716(0.666 + 𝑖0.746)
= 1.143 + 𝑖1.280 

4. 𝑒మ
= 𝑒௫మି௬మାଶ௫௬ = 𝑒௫మି௬మ

𝑒ଶ௫௬ = 𝑒௫మି௬మ
(cos 2𝑥𝑦 + 𝑖 sin 2𝑥𝑦)

= 𝑒௫మି௬మ
cos 2𝑥𝑦 + 𝑖𝑒௫మି௬మ

sin 2𝑥𝑦 
5. 

𝑒
భ
మ ,       𝑙𝑒𝑡 𝑍 = 𝑖

ଵ
ଶ 

𝑟 = 1, 𝜃 =
𝜋

2
, 𝑛 = 2, 𝑘 = 0,1 
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𝑍 = (1)
ଵ
ଶ cos

1

2
ቀ

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋ቁ + 𝑖 sin

1

2
ቀ

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋ቁ൨ 

𝑓𝑜𝑟  𝑘 = 0, ⇒    𝑍 = 0.7071 + 𝑖0.7071 
𝑓𝑜𝑟  𝑘 = 1, ⇒    𝑍 = −0.7071 − 𝑖0.7071 

𝑒.ଵା .ଵ = 𝑒.ଵ𝑒.ଵ

= 𝑒.ଵ ൬cos ൬0.7071 ×
180

3.14
൰ + 𝑖 sin ൬0.7071 ×

180

3.14
൰൰

= 1.542 + 1.318 
𝑒ି.ଵି.ଵ = 𝑒ି.ଵ𝑒ି.ଵ

= 𝑒ି.ଵ ൬cos ൬−0.7071 ×
180

3.14
൰ + 𝑖 sin ൬−0.7071 ×

180

3.14
൰൰

= 0.375 − 𝑖0.320 
 

 ᢝ
ᡨᣎالواجب البي Home Work 

𝑎: اᜧتب التعابᢕᣂ التالᘭة ᗷصᘭغة  ͭ 1س + 𝑖𝑏 . 

1. 𝑒ଷିସ −13.129 + 𝑖15.201 

2. 
𝑒

ଵ
ଵି  1.447 + 𝑖0.790 

3. 𝑒ିష
 0.389 + 𝑖0.434 

4. 
𝑒

ଶାగ
ସ  ඥ𝑒 

5. 𝑒ೋ
  

6. 
𝑒(ଵା)

భ
మ  

2.708 + 𝑖1.291 
0.3 − 𝑖0.144 

 

  Logarithmic Function .  الدالة اللوغارᗫتمᘭة3.2

ᘌجب أن ᘌكون للدالة العكسᘭة للدالة الأسᘭة خاصᘭة قᘭم من واحد إᣠ متعدد. للعثور عᣢ هذه الدالة، نᘘدأ من 
ᢝ القᘭم الحقᘭقᘭةتعᗫᖁف الدوال 

ᡧᣚ ةᘭتمᗫة والدوال اللوغارᘭالأس:  

𝑤 = 𝑙𝑜𝑔𝑍  ⇔   𝑍 = 𝑒௪   

∵ 𝑤 = 𝑈 + 𝑖𝑉 

𝑍 = 𝑒௪ 

𝑟(cos(𝜃 + 2𝑘𝜋) + 𝑖 sin(𝜃 + 2𝑘𝜋)) = 𝑒(cos 𝑉 + 𝑖 sin 𝑉) 

⇒ 𝑟 = 𝑒  ⇒   𝑈 = log 𝑟 

&  𝑉 = 𝜃 + 2𝑘𝜋 = arg (𝑍) 
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𝒘 = 𝐥𝐨𝐠 𝒁 = 𝑼 + 𝒊𝑽 = 𝐥𝐨𝐠 𝒓 + 𝒊 (𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) , 𝒌 = 𝟎, ±𝟏, ±𝟐, … 

  ة لـمن هذاᘭم لانهائᘭف، نجد أن هناك قᗫᖁالتع log 𝑍  مقدارᗷ تختلف ᢝ
ᡨᣎ2ال𝑘𝜋𝑖 مة لـᘭل ق ، 𝑘  ᢝᣗتع

log  فᖁع من السلوكᘭات 𝑍 .  
  ᣠة إᘘال سᗷ 𝑘 = log ، قᘭمة0 𝑍 ةᘭمة الأساسᘭالق ᣥس

ُ
ᘻ عندها.  

  ᢝ ᡧᣎـ  نحن نعᗷlog 𝑍   الدالةᗷln 𝑍نماᚏب ، logଵ𝑍  ᢝ ᡧᣎعᘌ تمᗫه للأساس  اللوغارᘭ10المتعارف عل .  

  

 ᘭSome Properties of the Logarithmicة . ᗷعض خصائص دالة اللوغارᗫتم3.2.1
Function  

1. ௗ

ௗ௭
(log 𝑍) =

ଵ


 

2. log 𝑍ଵ + log 𝑍ଶ = log(𝑍ଵ𝑍ଶ) = log(𝑟ଵ𝑟ଶ) + 𝑖[𝜃ଵ + 𝜃ଶ + 2𝑘𝜋] 

3. log 𝑍ଵ − log 𝑍ଶ = log ቀ
భ

మ
ቁ = log ቀ

భ

మ
ቁ + 𝑖[𝜃ଵ − 𝜃ଶ + 2𝑘𝜋] 

4. log 𝑍 = 𝑘 log 𝑍 

5. 𝑒୪୭  = 𝑍 

6. log 𝑒 = 𝑍 + 2𝑘𝜋𝑖 

  

  Complex Exponents . الأسس (القوى) المركᘘة3.3

Let 𝑤 = log 𝑍  … … 1 

And 𝑍 = 𝑒௪    … … 2 

Substituting eq. 1 in 2 we get: 

𝑍 = 𝑒୪୭  

(𝑍)௪ = ൫𝑒୪୭ ൯
௪

 

𝒁𝒘 = 𝒆𝒘 𝐥𝐨𝐠 𝒁 

 

𝑍௪اذا علمت ان  :  3.2مثال  = 𝑒௪ ୪୭  : ᢝᣢᘌ مة ماᘭجد ق  

1. 𝑖  
𝐿𝑒𝑡 𝑍 = 𝑖  &  𝑤 = 𝑖 

𝑖 = 𝑒 ୪୭   
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log 𝑖 = log 1 + 𝑖
𝜋

2
= 𝑖

𝜋

2
 

𝑖 = 𝑒
ቀ

గ
ଶ

ቁ
= 𝑒ି

గ
ଶ = 0.208 

2. (1 + 𝑖) 
⇒   𝑍 = (1 + 𝑖), 𝑤 = 𝑖 

log 𝑍 = log(1 + 𝑖) 

𝑟 = √2, 𝜃 =
𝜋

4
 

log(1 + 𝑖) = log √2 + 𝑖
𝜋

4
= 0.347 + 𝑖0.785 

(1 + 𝑖) = 𝑒 ୪୭(ଵା) = 𝑒(.ଷସା.଼ହ) = 𝑒ି.଼ହା.ଷସ 

(1 + 𝑖) = 𝑒ି.଼ହ. 𝑒.ଷସ = 0.456 cos 0.347 ×
180

3.14
+ 𝑖 sin 0.347 ×

180

3.14
൨ 

(1 + 𝑖) = 0.456[0.94 + 𝑖0.34] 
(1 + 𝑖) = 0.429 + 𝑖0.155 

 

 ᢝ
ᡨᣎالواجب البي Home Work 

𝑍௪اذا علمت ان   ͭ 1س = 𝑒௪ ୪୭   : ᢝᣢᘌ مة ماᘭجد ق  

1. log (−𝑖4) 
log 4 + 𝑖

3𝜋

2
 

2. log (2 − 𝑖2) log 2√2 − 𝑖
𝜋

4
 

3. 
log 𝑒

భ
మ 

1.542 + 𝑖1.318 
0.375 − 𝑖0.320 

4. log (√3 − 𝑖) 0.693 − 𝑖0.524 

5. (1 + 𝑖)ଵି  

6. 𝑒୪୭   𝑖 

7. log 𝑒୪୭൫ଵା√ଷ൯ 0.693 + 𝑖1.047 

 

  Trigonometric Functions . الدوال المثلثᘭة3.4

ᘌ ᢝمكن تعᗫᖁف الجᘭب و 
ᡨᣛᘭالفضاء الحق ᢝ

ᡧᣚال ᢝᣠالنحو التا ᣢلر عᗫقة أوᗷاستخدام متطاᗷ ب التمامᘭج:  

𝑒௫ = cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥   … … 1 

𝑒ି௫ = cos 𝑥 − 𝑖 sin 𝑥   … … 2 

  )، ي تج: 2) مع (ᗷ1جمع معادلة رقم (
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cos 𝑥 =
𝑒௫ + 𝑒ି௫

2
 

  )، ي تج: 2) مع (ᗷ1طᖁح معادلة رقم (

sin 𝑥 =
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2𝑖
 

ᢝ الفضاء المركب، أي: 
ᡧᣚ ضاᘌحة أᘭصح ᢝᣦ ان هذه العلاقات  

cos 𝑍 =
𝑒 + 𝑒ି

2
, sin 𝑍 =

𝑒 − 𝑒ି

2𝑖
 

  

 ᗷ . Some Properties of the Trigonometricعض خصائص الدوال المثلثᘭة3.4.1
Functions  

1. sin(−𝑍) = − sin 𝑍  ةᘌدالة فرد 

2. cos(−𝑍) = cos 𝑍  ةᘭدالة زوج 

3. sinଶ 𝑍 + cosଶ 𝑍 = 1 

4. sin(𝑍ଵ ± 𝑍ଶ) = sin 𝑍ଵ cos 𝑍ଶ ± cos 𝑍ଵ sin 𝑍ଶ  نفس الاشارة 

5. cos(𝑍ଵ ± 𝑍ଶ) = cos 𝑍ଵ cos 𝑍ଶ ∓ sin 𝑍ଵ sin 𝑍ଶ   الاشارةعكس  

6. ௗ

ௗ
(sin 𝑍) = cos 𝑍 

7. ௗ

ௗ௭
(cos 𝑍) = − sin 𝑍 

8. cos(2𝑍) = cosଶ 𝑍 − sinଶ 𝑍 

9. sin(2𝑍) = 2 sin 𝑍 cos 𝑍 

10. ௗ

ௗ
(tan 𝑍) = secଶ 𝑍 ,             

ௗ

ௗ
(cot 𝑍) = − cscଶ 𝑍 

11. ௗ

ௗ
(sec 𝑍) = sec 𝑍 tan 𝑍,      

ௗ

ௗ
(csc 𝑍) = − csc 𝑍 cot 𝑍 

12. cos 𝑍തതതതതതത = cos �̅� ,      sın 𝑍തതതതതത = sin �̅� 

13. sin 𝑍 = 0,      𝑖𝑓 𝑍 = 𝑘𝜋,     𝑘 = 0, ±1, ±2, … 

14. cos 𝑍 = 0,      𝑖𝑓 𝑍 =
గ

ଶ
+ 𝑘𝜋,     𝑘 = 0, ±1, ±2, … 

15. sin(𝑍 + 2𝜋) = sin 𝑍,     cos(𝑍 + 2𝜋) = cos 𝑍 
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16. sin ቀ
గ

ଶ
− 𝑍ቁ = cos 𝑍 

  

  Inverse Trigonometric Functions وال المثلثᘭة العكسᘭةد. ال3.4.2

  العكسᘭة فأننا ᙏستعمل متطاᗷقة اوᗫلر: لإᘌجاد تعᗫᖁف للدوال المثلثᘭة 

𝐿𝑒𝑡 𝑍 = cos 𝑤 =
𝑒௪ + 𝑒ି௪

2
,       cosିଵ 𝑍 = 𝑤 

⇒ 𝑒ଶ − 2𝑍𝑒௪ + 1 = 0 

ᢝ حلها هو: 
ᡨᣎوال  

𝑒௪ =
−(−2𝑍) ± ඥ(2𝑍)ଶ − 4 × 1 × 1

2
=

2𝑍 ± √4𝑍ଶ − 4

2
=

2𝑍 ± 2√𝑍ଶ − 1

2
 

𝑒௪ = 𝑍 ± ඥ𝑍ଶ − 1 

cosିଵالجزء الموجب من الحل لونه الفᖁع الذي ᘌجعل قᘭمة  وᗖاختᘭار  0 =
గ

ଶ
  ، ي تج: 

⇒ 𝑒௪ = 𝑍 + ඥ𝑍ଶ − 1 

log 𝑒௪ = log ቀ𝑍 + ඥ𝑍ଶ − 1ቁ 

⇒ 𝑤 =
1

𝑖
log ቀ𝑍 + ඥ𝑍ଶ − 1ቁ 

𝐜𝐨𝐬ି𝟏 𝒁 =
𝟏

𝒊
𝐥𝐨𝐠 ቀ𝒁 + ඥ𝒁𝟐 − 𝟏ቁ  دالة متعددة القᘭم    ,

  وᗖنفس الطᗫᖁقة ᘌمكن إᘌجاد: 

𝐬𝐢𝐧ି𝟏 𝒁 =
𝟏

𝒊
𝐥𝐨𝐠 ቀ𝒊𝒁 + ඥ𝟏 − 𝒁𝟐ቁ 

𝐭𝐚𝐧ି𝟏 𝒁 =
𝒊

𝟐
𝐥𝐨𝐠 ൬

𝒊 + 𝒁

𝒊 − 𝒁
൰ 

𝐜𝐨𝐭ି𝟏 𝒁 =
𝟏

𝟐𝒊
𝐥𝐨𝐠 ൬

𝒁 + 𝒊

𝒁 − 𝒊
൰ 

𝐬𝐞𝐜ି𝟏 𝒁 =
𝟏

𝒊
𝐥𝐨𝐠 ቆ

𝟏 + √𝟏 − 𝒁𝟐

𝒁
ቇ 

𝐜𝐬𝐜ି𝟏 𝒁 =
𝟏

𝒊
𝐥𝐨𝐠 ቆ

𝒊 + √𝒁𝟐 − 𝟏

𝒁
ቇ 



 المرحلة الثالثة  د. حميد مجيد  2020/  2019تحليل الدوال المركبة 

55 
 

 

 : ᢝᣦ ومشتقاتها  

𝑑

𝑑𝑧
(cosିଵ 𝑍) =

−1

√1 − 𝑍ଶ
 

𝑑

𝑑𝑧
(sinିଵ 𝑍) =

1

√1 − 𝑍ଶ
 

𝑑

𝑑𝑧
(tanିଵ 𝑍) =

1

1 + 𝑍ଶ
 ,      𝑍 ≠ ±𝑖 

𝑑

𝑑𝑧
(secିଵ 𝑍) =

1

𝑍√𝑍ଶ − 1
 

𝑑

𝑑𝑧
(cscିଵ 𝑍) =

−1

𝑍√𝑍ଶ − 1
 

𝑑

𝑑𝑧
(cotିଵ 𝑍) =

−1

1 + 𝑍ଶ
 ,      𝑍 ≠ ±𝑖 

  

  Hyperbolic Function الزائدᘌة. الدوال 3.5

 : ᢝ
ᡨᣛᘭالفضاء الحق ᢝ

ᡧᣚ نفس الأسلوب المتبعᗖة وᘭة بوساطة الدوال الاسᘌف الدوال الزائدᗫᖁمكن تعᘌ  

cosh 𝑍 =
𝑒 + 𝑒ି

2
, sinh 𝑍 =

𝑒 − 𝑒ି

2
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 ᗷ . Some Properties of the Hyperbolicعض خصائص الدوال الزائدᘌة3.5.1
Functions  

1. sinh(−𝑍) = − sinh 𝑍  ةᘌدالة فرد 

2. cosh(−𝑍) = cosh 𝑍  ةᘭدالة زوج 

3. coshଶ 𝑍 − sinhଶ 𝑍 = 1 

4. sinh(𝑍ଵ ± 𝑍ଶ) = sinh 𝑍ଵ cosh 𝑍ଶ ± cosh 𝑍ଵ sinh 𝑍ଶ 

5. cosh(𝑍ଵ ± 𝑍ଶ) = cosh 𝑍ଵ cos 𝑍ଶ ± sinh 𝑍ଵ sin 𝑍ଶ 

6. ௗ

ௗ
(sinh 𝑍) = cosh 𝑍,                      

ௗ

ௗ௭
(cosh 𝑍) = sinh 𝑍 

7. 10. ௗ

ௗ
(tanh 𝑍) = sechଶ 𝑍,             

ௗ

ௗ
(coth 𝑍) = − cschଶ 𝑍 

  

ᡧ الدوال المثلثᘭة والزائدᘌة3.5.2 ᢕᣌالعلاقة ب . The Relationship Between 
Trigonometric and Hyperbolic Functions  

  حᘭث ان: 

cos 𝑍 =
𝑒 + 𝑒ି

2
, sin 𝑍 =

𝑒 − 𝑒ି

2𝑖
 

  ، فأننا نحصل عᗷ𝑍ᣢدل  𝑖𝑍بتعᗫᖔض 

cos 𝑖𝑍 =
𝑒. + 𝑒ି.

2
, sin 𝑖𝑍 =

𝑒. − 𝑒ି.

2𝑖
 

cos 𝑖𝑍 =
𝑒ି + 𝑒

2
, sin 𝑖𝑍 =

𝑒ି − 𝑒

2𝑖
 

𝐜𝐨𝐬 𝒊𝒁 = 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒁 , 𝐬𝐢𝐧 𝒊𝒁 = 𝒊 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒁 

  وᗖنفس الطᗫᖁقة فأننا ᘌمكننا اثᘘات ان: 

𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒊𝒁 = 𝐜𝐨𝐬 𝒁 , 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒊𝒁 = 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝒁 

  وᗫمكننا استعمال العلاقات أعلاه لإᘌجاد ان: 

𝐬𝐢𝐧 𝒁 = 𝐬𝐢𝐧(𝒙 + 𝒊𝒚) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒚 + 𝒊 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒚 

𝐜𝐨𝐬 𝒁 = 𝐜𝐨𝐬(𝒙 + 𝒊𝒚) = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒚 − 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒚 

𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒁 = 𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒙 + 𝒊𝒚) = 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 + 𝒊 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒚 

𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒁 = 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝒙 + 𝒊𝒚) = 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒚 
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also 

|sinh 𝑍|ଶ = sinhଶ 𝑥 + sinଶ 𝑦 

|cosh 𝑍|ଶ = sinhଶ 𝑥 + cosଶ 𝑦 

|sin 𝑍|ଶ = sinଶ 𝑥 + sinhଶ 𝑦 

|cos 𝑍|ଶ = cosଶ 𝑥 + sinhଶ 𝑦 

  : اثᛞت صحة العلاقة التالᘭة 3.3مثال 

𝐬𝐢𝐧 𝒁 = 𝐬𝐢𝐧(𝒙 + 𝒊𝒚) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒚 + 𝒊 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒚 

𝐴𝑠: cos 𝑖𝑦 = cosh(𝑦) , sin 𝑖𝑦 = 𝑖 sinh 𝑦 

∴ sin 𝑍 = sin 𝑥 cosh 𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 sinh 𝑦 

 

cos: استعمال العلاقة  3.4مثال  𝑍 =
ೋାషೋ

ଶ
  اثᛞت ان  

𝐜𝐨𝐬 𝒁 = 𝐜𝐨𝐬(𝒙 + 𝒊𝒚) = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒚 − 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒚 

cos 𝑍 = cos(𝑥 + 𝑖𝑦) =
𝑒(௫ା௬) + 𝑒(ି௫ି௬)

2
=

1

2
ൣ𝑒௫𝑒ି௬ + 𝑒ି௫𝑒௬൧

=
1

2
[𝑒ି௬(cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥) + 𝑒௬(cos 𝑥 − 𝑖 sin 𝑥)]

= cos 𝑥 ቈ
𝑒ି + 𝑒

2
 − 𝑖 sin 𝑥 ቈ

𝑒ି − 𝑒

2
 = cos 𝑥 cosh 𝑦 − 𝑖 sin 𝑥 sinh 𝑦 

 

sin|: اثᛞت صحة العلاقة التالᘭة  3.4مثال  𝑍|ଶ = sinଶ 𝑥 + sinhଶ 𝑦  

|sin 𝑍|ଶ = |sin(𝑥 + 𝑖𝑦)|ଶ = |sin 𝑥 cos 𝑖𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 sin 𝑖𝑦|ଶ 

𝑠𝑖𝑛𝑐𝑒    cos 𝑖𝑦 = cosh 𝑦 , sin 𝑖𝑦 = 𝑖 sinh 𝑦 

|sin 𝑍|ଶ = |sin 𝑥 cosh 𝑦 + cos 𝑥 sinh 𝑦|ଶ = sinଶ 𝑥 coshଶ 𝑦 + cosଶ 𝑥 sinhଶ 𝑦

= sinଶ 𝑥 coshଶ 𝑦 + (1 − sinଶ 𝑥) sinhଶ 𝑦

= sinଶ 𝑥 coshଶ 𝑦 + sinhଶ 𝑦 − sinଶ 𝑥 sinhଶ 𝑦

= sinଶ 𝑥 (coshଶ 𝑦 − sinhଶ 𝑦) + sinhଶ 𝑦 = sinଶ 𝑥 + sinhଶ 𝑦 
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  Inverse Hyperbolic Function . الدوال الزائدᘌة العكسᘭة3.5.2

𝐿𝑒𝑡 𝑍 = sinh 𝑤   ⇒     𝑤 = sinhିଵ 𝑍 

∵ sin(𝑖𝑤) = 𝑖 sinh 𝑤    ⇒     sinh 𝑤 =
1

𝑖
sin(𝑖𝑤) = 𝑍 

⇒ sin(𝑖𝑤) = 𝑖𝑍 

𝑖𝑤 = sinିଵ 𝑖𝑍 

𝑖𝑤 =
1

𝑖
log ቀ𝑖(𝑖𝑍) + ඥ1 − (𝑖𝑍)ଶቁ 

𝑤 = − log ቀ−𝑍 + ඥ1 + 𝑍ଶቁ 

𝑤 = log ൬
1

−𝑍 + √1 + 𝑍ଶ
൰ 

 وᗖاستعمال قاعدة القسمة، ي تج: 

𝑤 = log ቀ𝑍 + ඥ1 + 𝑍ଶቁ 

𝐬𝐢𝐧𝐡ି𝟏 𝒁 = 𝐥𝐨𝐠 ቀ𝒁 + ඥ𝟏 + 𝒁𝟐ቁ 

 وᗖنفس الطᗫᖁقة ᘌمكننا اᘌجاد

𝐜𝐨𝐬𝐡ି𝟏 𝒁 = 𝐥𝐨𝐠 ቀ𝒁 + ඥ𝒁𝟐 − 𝟏ቁ 

 

𝐭𝐚𝐧𝐡ି𝟏 𝒁 =
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠 ൬

𝟏 + 𝒁

𝟏 − 𝒁
൰ , 𝒁 ≠ ±𝟏 

𝐜𝐨𝐭𝐡ି𝟏 𝒁 =
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠 ൬

𝒁 + 𝟏

𝒁 − 𝟏
൰ = 𝒕𝒂𝒏𝒉 ൬

𝟏

𝒛
൰ , 𝒁 ≠ ±𝟏 

𝐬𝐞𝐜𝐡ି𝟏 𝒁 = 𝐥𝐨𝐠 ቆ
𝟏 + √𝟏 − 𝒁𝟐

𝒁
ቇ = 𝒄𝒐𝒔𝒉 ൬

𝟏

𝒁
൰ , 𝒁 ≠ 𝟎 

𝐜𝐬𝐜𝐡ି𝟏 𝒁 = 𝐥𝐨𝐠 ቆ
𝟏 + √𝟏 + 𝒁𝟐

𝒁
ቇ = 𝒔𝒊𝒏𝒉 ൬

𝟏

𝒁
൰ , 𝒁 ≠ 𝟎 
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 : ᢝᣦ ومشتقاتها 

𝑑

𝑑𝑧
(sinhିଵ 𝑍) =

1

√1 + 𝑍ଶ
 

𝑑

𝑑𝑧
(coshିଵ 𝑍) =

1

√𝑍ଶ − 1
 

𝑑

𝑑𝑧
(tanhିଵ 𝑍) =

1

1 − 𝑍ଶ
 ,      𝑍 ≠ ±𝑖 

𝑑

𝑑𝑧
(cothିଵ 𝑍) =

1

1 − 𝑍ଶ
 ,      𝑍 ≠ ±𝑖 

𝑑

𝑑𝑧
(sechିଵ 𝑍) =

−1

𝑍√1 − 𝑍ଶ
 

𝑑

𝑑𝑧
(cschିଵ 𝑍) =

−1

𝑍√𝑍ଶ + 1
 

  

  : جد قᘭمة ما ᢝᣢᘌ  3.5مثال 

1. 𝐬𝐢𝐧(𝒊𝟏. 𝟖𝟏𝟖𝟓) 
sin(0 + 1.8185𝑖) = sin 0 cos 𝑖1.8185 + sin 𝑖1.8185 cos 0

= 0 × cos 𝑖1.8185 + 𝑖 sinh 1.8185 × 1 = 𝑖3 
 

2. 𝐬𝐢𝐧ି𝟏 𝒊𝟑 
Since sinିଵ 𝑍 =

ଵ


logൣ𝑖𝑍 + √1 − 𝑍ଶ൧ 

sinିଵ 𝑖3 =
1

𝑖
log ቂ𝑖(𝑖3) + ඥ1 − (𝑖3)ଶቃ =

1

𝑖
logൣ−3 + √10൧

=
1

𝑖
log[−3 + 3.1623] =

1

𝑖
log[0.1623] =

1

𝑖
(−1.8185)

= 𝑖1.8185 
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3. 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝟐 

𝑐𝑜𝑠ℎ2 =
𝑒ଶ + 𝑒ିଶ

2
=

7.389 + 0.135

2
=

7.524

2
= 3.762 

 
4. 𝐜𝐨𝐬𝐡ି𝟏 𝟑. 𝟕𝟔𝟐 

Since coshିଵ 𝑍 = log൫𝑍 + √𝑍ଶ − 1൯ 
coshିଵ 3.762

= log ቀ3.762 + ඥ(3.762)ଶ − 1ቁ

= log൫3.762 + √13.153൯ = log(3.762 + 3.627) = log(7.389)

= 1.9999 ≈ 2 
 

5. 𝐬𝐞𝐜 (𝟏 − 𝒊) 

sec(1 − 𝑖) =
1

cos(1 − 𝑖)
=

1

cos 1 cosh 1 + 𝑖 sin 1 sinh 1
=

1

0.8337 + 𝑖0.9889

=
0.8337 − 𝑖0.9889

0.8337ଶ + 0.9889ଶ
=

0.8337 − 𝑖0.9889

1.6730
= 0.4983 − 𝑖0.5911 

 
6. 𝐭𝐚𝐧(𝟐 − 𝒊) 

tan(2 − 𝑖) =
sin(2 − 𝑖)

cos(2 − 𝑖)
=

sin 2 cosh 1 − 𝑖 cos 2 sinh 1

cos 2 cosh 1 + 𝑖 sin 2 sinh 1

=
sin 2

𝑒ଵ + 𝑒ିଵ

2
− 𝑖 cos 2

𝑒ଵ − 𝑒ିଵ

2

cos 2
𝑒ଵ + 𝑒ିଵ

2
+ 𝑖 sin 2

𝑒ଵ − 𝑒ିଵ

2

=
0.909 × 1.543 − 𝑖1.175 × (−0.416)

(−0.416) × 1.543 + 𝑖1.175 × 0.909
=

1.403 + 𝑖0.488

−0.642 + 𝑖1.068

=
−0.901 + 0.521 − 𝑖1.498 − 𝑖0.313

0.6426ଶ + 1.068ଶ
=

−0.38 − 𝑖1.811

1.553
= −0.245 − 𝑖1.166 

 
7. 𝐬𝐢𝐧𝐡ି𝟏 𝐥𝐨𝐠 𝒊 

log(0 + 𝑖) = log 1 + 𝑖
𝜋

2
= 𝑖

𝜋

2
, 𝑟 = 1, 𝜃 = cosିଵ

𝑥

𝑟
= cosିଵ

0

1
=

𝜋

2
 

 حᘭث ان

sinhିଵ 𝑍 = log ቂ𝑍 + ඥ1 + 𝑍ଶቃ 
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sinhିଵ 𝑖
𝜋

2
= log 𝑖

𝜋

2
+ ඨ1 + ቀ𝑖

𝜋

2
ቁ

ଶ

 = log ቂ𝑖
𝜋

2
+ √−0.571ቃ

= log[𝑖1.571 + 𝑖0.756] = log[2.327𝑖] = log 2.327 + 𝑖
𝜋

2

= 0.845 + 𝑖
𝜋

2
 

8. 𝐜𝐨𝐬(𝒆𝟏ା𝒊) 

cos൫𝑒ଵା൯ = cos൫𝑒ଵ𝑒 ൯ = cos ቆ𝑒 ൬cos 1 ×
180

3.14
+ 𝑖 sin 1 ×

180

3.14
൰ቇ

= cos(1.4687 + 𝑖2.2874)
= cos 1.4687 cosh 2.2874 − 𝑖 sin 1.4687 sinh 2.2874
= 0.101 × 4.9754 − 𝑖4.8739 × 0.9948 = 0.5070 − 𝑖4.8486 

 

 ᢝ
ᡨᣎالواجب البي Home Work 

:  ͭ 1س ᢝᣢᘌ ة، جد ماᘭاستعمال العلاقات الاسᗷ  

cosh 𝑖6   & coshିଵ(𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑠) 

sinh 4   & sinhିଵ(𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑠) 

tanh 1   & tanhିଵ(𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑠) 

tan ቈ𝑖 log ቆ
1 − 𝑖√3

1 + √3
ቇ   & tanିଵ(𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑠) 

:  ͭ 2س ᢝᣢᘌ مة ماᘭجد ق  

1. sin ൬𝑖
ଵ
ଷ൰ 0.8590 + 𝑖0.3376 

2. 𝑒ୡ୭ୱ(ଵା) −2.0976 + 𝑖4.8660 

3. tanൣ1 + 𝑖√3൧
ଵ
ଶ 0.9595 + 𝑖0.1649 
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  الفصل الرابع

  Complex Integral التᜓامل المركب
ᢝ هذا الفصل س ت

ᡧᣚ :ةᘭة التالᘭف الأساسᗫعامل مع التعار  

ᢝ طرفᘭه.  .1
ᡨᣎنهاي ᢝ

ᡨᣛح: وهو المسار الذي لا تلتᖔالمفت ( ᢝ
ᡧᣎالمسار (المنح  

)المسار ( .2 ᢝ
ᡧᣎه.  المنحᘭطرف ᢝ

ᡨᣎنهاي ᢝ
ᡨᣛالمغلق: وهو المسار الذي تلت  

) الᛞسᘭط: وهو المسار الذي لا ᘌقاطع نفسه.  .3 ᢝ ᡧᣎالمسار (المنح  
) المتعدد: وهو المسار ال .4 ᢝ ᡧᣎقاطع نفسه. المسار (المنحᘌ ذي  

  
 مسار ᚽسᘭط مفتᖔح

 
 مسار ᚽسᘭط مغلق

 

  
 مسار متعدد مغلق مسار متعدد مفتᖔح

  

  
الاتجاه الموجب للمسار (عكس عقارب 

 اساعة)
 الاتجاه السالب للمسار (مع عقارب الساعة)

  

ᢝ جوردن4.1
ᡧᣎة منحᗫᖁنظ . Jordan Curve Theorem  

ᢝ المست 𝐶لᘭكن 
ᡧᣚ طᘭسᚽ وي مسار مغلق𝑍 فأن المسار ،𝐶  قسم المستويᘌ𝑍  : ᢝᣦثلاث مناطق و ᣠا  

1.  ᢝ
ᡧᣎتمثل المنح ᢝ

ᡨᣎالنقاط ال𝐶  .(ةᘌالنقاط الحدود) نفسها  
ᢝ (النقاط الداخلᘭة).  .2 ᡧᣎتقع داخل المنح ᢝ ᡨᣎالنقاط ال  
ᢝ (النقاط الخارجᘭة).  .3

ᡧᣎتقع خارج المنح ᢝ
ᡨᣎالنقاد ال  
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ᗫة4.2 ᡨᣂارامᘘالمعادلات ال . Parametric Equations  

ᗫن  𝑍اذا ان  ᢕᣂدالة من متغ𝑥 & 𝑦 نᗫ ᢕᣂدورها متغᗷ ᢝᣦ ᢝ ᡨᣎن  والاخر ول ᢕᣂلمتغ𝑡 :أي ،  

𝑍(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡) 

 ᢕᣂان المتغ𝑡  ل منᝣي ل ᡨᣂارامᗷ ᢕᣂهو متغ𝑥 & 𝑦  و𝑥(𝑡)& 𝑦(𝑡)  .ةᗫ ᡨᣂارامᘘالمعادلات الᗷ انᘭدعᘌ  

  

  Complex Integral . التᜓامل المركب4.3

: 𝐹(𝑍)) هو 𝑏اᣠ النقطة  𝑎(من النقطة  𝐶عᣢ المسار  𝑓(𝑍)ة ان تᜓامل الدال ᢝᣠالتاو ،  

න 𝑓(𝑍)𝑑𝑍




= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

ᗫن  ᢕᣂان تᜓامل الدالة ذات المتغ𝑓(𝑥, 𝑦) ةᗫ ᡨᣂارامᗷ العادة دالة ᢝ
ᡧᣚ هو ᣢحدد فيها حدود التᜓامل اعتمادا عᘌ ،

  مسار التᜓامل: 

 

න 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥




 

න 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦




 

  

  ᗷ . Some Properties of the Complex integralعض خصائص التᜓامل المركب4.3.1

1. ∫ 𝑓(𝑍)𝑑𝑍


= ∫ 𝑈𝑑𝑥


− ∫ 𝑉𝑑𝑦


+ 𝑖 ∫ 𝑈𝑑𝑦


+ 𝑖 ∫ 𝑉𝑑𝑥


 

2. ∫ 𝑓(𝑍)𝑑𝑍



= − ∫ 𝑓(𝑍)𝑑𝑍




 

3. ∫ 𝑘𝑓(𝑍)𝑑𝑍



= 𝑘 ∫ 𝑓(𝑍)𝑑𝑍




 ,  where 𝑘 is constant for 𝑍 
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4. ∫ [𝑓(𝑍) + 𝑔(𝑍)]𝑑𝑍


= ∫ 𝑓(𝑍)𝑑𝑍


+ ∫ 𝑔(𝑍)𝑑𝑍


 

5. ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡


= ∫ 𝑈(𝑡)𝑑𝑡


+ 𝑖 ∫ 𝑉(𝑡)𝑑𝑡


 

6. ห∫ 𝑓(𝑍)𝑑𝑍


ห ≤ ∫ |𝑓(𝑍)|𝑑𝑍


 

7. 𝑅𝑒൫∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡


൯ = ∫ 𝑈(𝑡)𝑑𝑡


= ∫ 𝑅𝑒൫𝑓(𝑡)൯𝑑𝑡


 

0جد قᘭمته ضمن الحدود  𝐼: للتᜓامل  4.1مثال  ≤ 𝑍 ≤ 𝜋 + 2𝑖  

𝐼 = න cos ൬
𝑍

2
൰ 𝑑𝑍

గାଶ



 

න
2

2
cos ൬

𝑍

2
൰ 𝑑𝑍

గାଶ



 

𝐼 = 2 sin ൬
𝑍

2
൰ฬ



గାଶ

    

𝐼 = 2 sin ൬
𝜋 + 2𝑖

2
൰ − sin ൬

0

2
൰൨  

𝐼 = 2 sin ቀ
𝜋

2
+ 𝑖ቁ 

𝐼 = 2 ቂsin ቀ
𝜋

2
ቁ cosh 1 + 𝑖 sinh 1 cos ቀ

𝜋

2
ቁቃ 

𝐼 = 2[1 × 1.543 + 𝑖1.175 × 0] 

𝐼 = 3.086 ≈ 3 

 

ᢝ الموضح فᘭما ادناه، جد قᘭمة التᜓامل  4.2مثال  ᡧᣎللمنح :𝐼  ة ᡨᣂ2ضمن الف𝑖 ≤ 𝑍 ≤ 1 + 5𝑖. 

𝐼 = න 𝑍ଶ𝑑𝑍
ଵାହ

ଶ

 

 من الرسم: 

𝑚 =
∆𝑦

∆𝑥
=

(5 − 2)

1 − 0
= 3, 𝑏 = 2 

∵ 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏,  معادلة خط مستقᘭم

⇒   𝑦 = 3𝑥 + 2 

𝑍  حᘭث = (𝑥 + 𝑖𝑦) 
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ᗷ𝑥  ᢝـ  ᗷ𝑦التعᗫᖔض ᗷدل عن 
ᡧᣚ𝑍 :ي تج ،  

𝑍 = (1 + 3𝑖)𝑥 + 2𝑖, 𝑑𝑍 = (1 + 3𝑖)𝑑𝑥 

ᢝ معادلة التᜓامل  𝑑𝑍و  ᗷ𝑍التعᗫᖔض عن قᘭمة 
ᡧᣚ𝐼 :ي تج ،  

𝐼 = (1 + 3𝑖) න ൫(1 + 3𝑖)𝑥 + 2𝑖൯
ଶ

𝑑𝑥
ଵ



 

𝐼 = (1 + 3𝑖) න ൫(−8 + 6𝑖)𝑥ଶ + 4𝑖(1 + 3𝑖)𝑥 − 4൯𝑑𝑥
ଵ



 

𝐼 = (1 + 3𝑖) ቈ
−8 + 6𝑖

3
𝑥ଷฬ



ଵ

+ 2𝑖(1 + 3𝑖)𝑥ଶ|
ଵ − 4𝑥|

ଵ 

𝐼 = (1 + 3𝑖) ቈ
−8 + 6𝑖

3
+

6𝑖(1 + 3𝑖)

3
−

12

3
 

𝐼 = (1 + 3𝑖)
(−38 + 12𝑖)

3
 

𝐼 =
1

3
(−74 − 102𝑖) 

 

𝑍عᣢ المسار  𝐼: جد قᘭمة التᜓامل  4.3مثال  = 𝑡 + 𝑖𝑡ଶ,   0 ≤ 𝑡 ≤ 1  

𝐼 = න𝑍ଶ𝑑𝑍


 

𝐼 = න (𝑡 + 𝑖𝑡ଶ)ଶ 𝑑(𝑡 + 𝑖𝑡ଶ)
ଵ



 

𝐼 = න (𝑡ଶ + 𝑖2𝑡ଷ − 𝑡ସ)(1 + 2𝑖𝑡)𝑑𝑡
ଵ



 

𝐼 = න (𝑡ଶ + 𝑖2𝑡ଷ − 𝑡ସ + 𝑖2𝑡ଷ − 4𝑡ସ − 𝑖2𝑡ହ)𝑑𝑡
ଵ



 

𝐼 = න (𝑡ଶ − 5𝑡ସ)𝑑𝑡
ଵ



+ 𝑖 න (4𝑡ଷ − 2𝑡ହ)𝑑𝑡
ଵ



 

𝐼 = ቈ
𝑡ଷ

3
− 𝑡ହ



ଵ

+ 𝑖 𝑡ସ −
1

3
𝑡൨



ଵ
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𝐼 = 
1

3
− 1൨ + 𝑖 1 −

1

3
൨ = −

2

3
+ 𝑖

2

3
 

𝐼 =
2

3
(𝑖 − 1) 

 

𝑍(𝑡)عᣢ المسار  𝐼: جد قᘭمة التᜓامل  4.3مثال  = 𝑒௧ = cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡 ,   0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋  

𝐼 = න
𝑑𝑍

𝑍

 

𝐼 = න
𝑑(cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡)

cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡

ଶగ



 

𝐼 = න
− sin 𝑡 + 𝑖 cos 𝑡

cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡
×

cos 𝑡 − 𝑖 sin 𝑡

cos 𝑡 − 𝑖 sin 𝑡

ଶగ



 𝑑𝑡 

𝐼 = න
− sin 𝑡 cos 𝑡 + 𝑖 sinଶ 𝑡 + 𝑖 cosଶ 𝑡 + cos 𝑡 sin 𝑡

cosଶ 𝑡 + sinଶ 𝑡
 𝑑𝑡

ଶగ



 

𝐼 = න 𝑖(cosଶ 𝑡 + sinଶ 𝑡)𝑑𝑡
ଶగ



= න 𝑖 𝑑𝑡
ଶగ



 

𝐼 = 𝑖𝑡|
ଶగ = 𝑖(2𝜋 − 0) 

𝐼 = 𝑖2𝜋 

 او

𝐼 = න
𝑑൫𝑒௧൯

𝑒௧

ଶగ



= log൫𝑒௧൯ห


ଶగ
= log(cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡)|

ଶగ 

𝐼 = log ቀඥcosଶ 𝑡 + sinଶ 𝑡ቁ + 𝑖 tanିଵ
sin 𝑡

cos 𝑡
൨



ଶగ

 

𝐼 = [log(1) + 𝑖 tanିଵ tan 𝑡]
ଶగ 

𝐼 = (0 + 𝑖𝑡)|
ଶగ 

𝐼 = 𝑖2𝜋 

 او

𝐼 = න
𝑑൫𝑒௧൯

𝑒௧

ଶగ



= න
𝑖𝑒௧

𝑒௧
𝑑𝑡

ଶగ



= න 𝑖 𝑑𝑡
ଶగ
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𝐼 = 𝑖𝑡|
ଶగ = 𝑖(2𝜋 − 0) 

𝐼 = 𝑖2𝜋 

  

4.3.2 ᢝ
ᡫᣒة كوᗫᖁكورسا -. نظ Cauchy-Gorsat Theorem  

ᢝ المجال الᛞسᘭط المتصل  𝑓(𝑍)لتكن الدالة 
ᡧᣚ ةᘭلᘭتحل𝐷 كنᘭول ،𝑐 قع داخل المجال مساᘌ ط مغلقᘭسᚽ ر

𝐷 .  

න𝑓(𝑍)𝑑𝑍 = 0


 

ᢝ التᜓاملᘭة4.4
ᡫᣒكو ᢝ

ᡨᣎغᘭص . Cauchy’s Integral Formulas  

ᢝ المجال الᛞسᘭط المتصل  𝑓(𝑍)لتكن الدالة 
ᡧᣚ ةᘭلᘭتحل𝐷 كنᘭول ،𝑐  قعᘌ ط مغلق موجب الاتجاهᘭسᚽ مسار

  ، فأن: 𝑐مسار داخلᘭة ᗷال سᘘة لل 𝑍انت النقطة   إذا . 𝐷داخل المجال 

𝒇(𝒁𝟎) =
𝟏

𝒊𝟐𝝅
න

𝒇(𝒁)

𝒁 − 𝒁𝟎
𝒅𝒁

𝒄

, ᣠة الاوᘭالتᜓامل  ᢝ
ᡫᣒغة كوᘭص 

𝑛قᘭمة صحᘭحة لـ  ولأي ≥   ، ᘌكون: 0

𝒇(𝒏)(𝒁𝟎) =
𝒏!

𝒊𝟐𝝅
න

𝒇(𝒁)

(𝒁 − 𝒁𝟎)𝒏ା𝟏
𝒅𝒁

𝒄

, ᢝ  التᜓاملᘭة الثانᘭة
ᡫᣒغة كوᘭص 

 

  عندما ᘌكون المسار هو:  𝐼: جد قᘭمة التᜓامل  4.5مثال 

a. the circle |𝑍| = 2.  B. the circle |𝑍 − 3| = 1 

𝐼 = න
𝑒ଶ𝑑𝑍

(𝑍 + 1)ସ


 

a ( جاد انᘌمكننا إᘌ ، ᢝ
ᡫᣒوة لᘭة الثانᘭغة التᜓاملᘭالص ᣠنادا اᙬاس𝑓(𝑍) = 𝑒ଶ  ة، وانᘭلᘭدالة تحل𝑍 =

−1 ،𝑛 = 3 .  

𝑓(ଵ) = 2𝑒ଶ, 𝑓(ଶ) = 4𝑒ଶ, 𝑓(ଷ) = 8𝑒ଶ 

∴ 𝑓(ଷ)(−1) = 8𝑒ଶ(ିଵ) = 8𝑒ିଶ 

𝑓(ଷ)(−1) =
3!

𝑖2𝜋
න

𝑒ଶ𝑑𝑍

(𝑍 + 1)ସ
 

8𝑒ିଶ =
3

𝑖𝜋
න

𝑒ଶ𝑑𝑍

(𝑍 + 1)ସ
 

𝑍 = −1 

|𝑍| = 2 
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𝐼 = න
𝑒ଶ𝑑𝑍

(𝑍 + 1)ସ
= 𝑖

8

3
𝜋𝑒ିଶ



 

 b ( ةᘭة الثانᘭغة التᜓاملᘭالص ᣠنادا اᙬجاد ان اسᘌمكننا إᘌ ، ᢝ
ᡫᣒول𝑓(𝑍) = 𝑒ଶ  ة، وانᘭلᘭدالة تحل𝑍 =

−1 ،𝑛 = 3 

∵ 𝑍 = نقطة شاذة وᢝᣦ تقع خارج مسار التᜓامل، لذا  1−
 ᢝ

ᡫᣒة كوᗫᖁنظ ᣠنادا اᙬكورسا فأن: -واس 

𝐼 = න
𝑒ଶ𝑑𝑍

(𝑍 + 1)ସ
= 0



 

 

  عندما ᘌكون المسار هو:  𝐼جد قᘭمة التᜓامل :  4.5مثال 

a. |𝑍 − 𝑖| = 1  b. |𝑍 + 𝑖| = 1 

𝐼 = න
𝑒𝑑𝑍

𝑍ଶ + 1
 

a (أعادهᗷ  :ي تج ، ᢝ
ᡫᣒول ᣠة الأوᘭغة التᜓاملᘭاغة شᜓل التᜓامل ليتطابق مع الصᘭص  

𝐼 = න
𝑒𝑑𝑍

𝑍ଶ + 1
= න

𝑒𝑑𝑍

(𝑍 + 𝑖)(𝑍 − 𝑖)
 

⇒ 𝐼 = න

𝑒

𝑍 + 𝑖
𝑑𝑍

(𝑍 − 𝑖)
 

ᘭغة التᜓاملᘭالص ᣠنادا اᙬاس ، ᢝ
ᡫᣒوة لᘭمكننا ان نجد ة الثانᘌ𝑓(𝑍) =

ೋ

ା
ᢝᣦ𝑍 دالة تحلᘭلᘭة وان   = 𝑖 

𝑓(𝑍) =
1

𝑖2𝜋
න

𝑓(𝑍)

𝑍 − 𝑍
𝑑𝑍



 

𝑒

𝑖 + 𝑖
=

1

𝑖2𝜋
න

𝑒

𝑍 + 𝑖
𝑍 − 𝑖

𝑑𝑍


 

𝐼 = න

𝑒

𝑍 + 𝑖
𝑍 − 𝑖

𝑑𝑍


=
𝑖2𝜋𝑒

2𝑖
 

𝐼 = 𝜋𝑒  

  

|𝑍 − 3| = 1 

𝑍 = −1 

𝑍 = 𝑖 

|𝑍 − 𝑖| = 1 

−𝑖 
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⇒اذا اختارتا الصᘭغة التالᘭة للتᜓامل  𝐼 = ∫
ೋ

ೋష
ௗ

(ା)
𝑍فأن   = −𝑖  جةᘭᙬتقع خارج مسار التᜓامل، لذا فأن ن

 ᢝ
ᡫᣒة كوᗫᖁنظ ᣠنادا اᙬكرسا ستكون صفر. -التᜓامل اس  

b ( :ي تج ، ᢝ
ᡫᣒول ᣠة الأوᘭغة التᜓاملᘭاغة شᜓل التᜓامل ليتطابق مع الصᘭأعاده صᗷ 

𝐼 = න
𝑒𝑑𝑍

𝑍ଶ + 1
= න

𝑒𝑑𝑍

(𝑍 + 𝑖)(𝑍 − 𝑖)
 

⇒ 𝐼 = න

𝑒

𝑍 − 𝑖
𝑑𝑍

(𝑍 + 𝑖)
 

، ᘌمكننا ان نجد   ᢝ
ᡫᣒوة لᘭة الثانᘭغة التᜓاملᘭالص ᣠنادا اᙬاس𝑓(𝑍) =

ೋ

ି
ᢝᣦ𝑍 دالة تحلᘭلᘭة وان   = −𝑖.  

𝑓(𝑍) =
1

𝑖2𝜋
න

𝑓(𝑍)

𝑍 − 𝑍
𝑑𝑍



 

𝑒ି

−𝑖 − 𝑖
=

1

𝑖2𝜋
න

𝑒

𝑍 − 𝑖
𝑍 + 𝑖

𝑑𝑍


 

𝐼 = න

𝑒

𝑍 + 𝑖
𝑍 − 𝑖

𝑑𝑍


=
𝑖2𝜋𝑒

−2𝑖
 

𝐼 = −𝜋𝑒 

  

⇒اذا اختارتا الصᘭغة التالᘭة للتᜓامل  𝐼 = ∫
ೋ

ೋశ
ௗ

(ି)
𝑍فأن   = 𝑖  جة تقع خارج مسار التᜓامل، لذاᘭᙬفأن ن

 ᢝ
ᡫᣒة كوᗫᖁنظ ᣠنادا اᙬكرسا ستكون صفر. -التᜓامل اس  

 

∫: جد قᘭمة التᜓامل  4.6مثال  �̅�𝑑𝑍


𝑍، حᘭث ان  = 𝑥 + 𝑖𝑦  المسار ᣢع𝐴𝐵𝐶𝐷  ث انᘭح
𝐴(0,1), 𝐵(2,1), 𝐶(3,2), 𝐷(3,1) .  

 : ᢝᣦ معادلات المسار 

𝑦 = 1   ∶    𝐴𝐵 

𝑦 = 𝑥 − 1   ∶    𝐵𝐶 

𝑥 = 3   ∶    𝐶𝐷 

𝑍 = −𝑖 

|𝑍 − 𝑖| = 1 

𝑖 

𝐴 
𝐵 

𝐶 

𝐷 

𝑦 

𝑥 
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𝐼 = න�̅�𝑑𝑍 =


න �̅�𝑑𝑍


+ න �̅�𝑑𝑍


+ න �̅�𝑑𝑍


 

𝐼 = න (𝑥 − 𝑖𝑦)𝑑(𝑥 + 𝑖𝑦)


+ න (𝑥 − 𝑖𝑦)𝑑(𝑥 + 𝑖𝑦)


+ න (𝑥 − 𝑖𝑦)𝑑(𝑥 + 𝑖𝑦)


 

𝐼 = න (𝑥 − 𝑖𝑦)(𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦)


+ න (𝑥 − 𝑖𝑦)(𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦)


+ න (𝑥 − 𝑖𝑦)(𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦)


 

𝐼 = න 𝑥𝑑𝑥


+ න 𝑦𝑑𝑦


− 𝑖 න 𝑦𝑑𝑥


+ 𝑖 න 𝑥𝑑𝑦


+ න 𝑥𝑑𝑥


+ න 𝑦𝑑𝑦


− 𝑖 න 𝑦𝑑𝑥


+ 𝑖 න 𝑥𝑑𝑦


+ න 𝑥𝑑𝑥


+ න 𝑦𝑑𝑦


− 𝑖 න 𝑦𝑑𝑥


+ 𝑖 න 𝑥𝑑𝑦


 

∫التᜓامل  𝑦𝑑𝑦


= ∫و  0 𝑥𝑑𝑦


= 𝑑𝑦كون ان   0 = ᢝ قᘭمة لان  0
ᡨᣚ ᢕᣂدون أي تغيᗖو ᢝ

ᡨᣛالمسار اف𝑦 ،
∫وأᘌضا لدينا  𝑥𝑑𝑥 = 0


∫و   𝑦𝑑𝑥 = 0


𝑑𝑥كون ان    = 0   ᢝ

ᡧᣚ ᢕᣂدون أي تغيᗖلان المسار عمودي و
  . 𝑥قᘭمة 

𝐼 = න 𝑥𝑑𝑥
ଶ



− 𝑖 න 𝑦𝑑𝑥
ଶ



+ න 𝑥𝑑𝑥
ଷ

ଶ

+ න 𝑥𝑑𝑥
ଷ

ଶ

− න 𝑑𝑥
ଷ

ଶ

− 𝑖 න 𝑥𝑑𝑥
ଷ

ଶ

+ 𝑖 න 𝑑𝑥
ଷ

ଶ

+ 𝑖 න 𝑥𝑑𝑥
ଷ

ଶ

+ න 𝑦𝑑𝑦
ଵ

ଶ

+ 𝑖 න 3𝑑𝑦
ଵ

ଶ

 

𝐼 =
𝑥ଶ

2
ቤ



ଶ

− 𝑖𝑥|
ଶ + 𝑥ଶ|ଶ

ଷ − 𝑥|ଶ
ଷ + 𝑖𝑥ଶ|ଶ

ଷ +
𝑦ଶ

2
ቤ

ଶ

ଵ

+ 𝑖3𝑦|ଶ
ଵ  

𝐼 = 2 − 𝑖2 + 9 − 4 − 1 + 𝑖 +
1

2
− 2 + 𝑖3 − 𝑖6 

𝐼 =
9

2
− 𝑖4 

  

  Morera’s Theorem . نظᗫᖁة مورᗫر 4.5

ᢝ المجال 𝑓(𝑍)لتكن الدالة 
ᡧᣚ ط  مستمرةᘭسᛞالمتصل ال𝐷 ان فاذا ،∫ 𝑓(𝑍)𝑑𝑍


= 0  ᢝ

ᡧᣚ ل مسار مغلقᝣل𝐷 ،
ᢝ المجال  𝑓(𝑍)فأن 

ᡧᣚ ةᘭلᘭدالة تحل ᢝᣦ𝐷 .  

 ᢝ
ᡫᣒة كوᗫᖁلنظ ᢝᣓة العكᗫᖁالنظ ᢝᣦ رᗫة مورᗫᖁكورسا. -ان نظ  
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4.5 ᢔᣂالج ᢝ
ᡧᣚ ةᘭة الأساسᗫᖁالنظ . Fundamental Theorem of Algebra  

𝑛لحدود لدرجة ᢝᣦ دالة متعددة ا 𝑝(𝑍)اذا انت  ≥ ᢝ الأقل جذر واحد صفري.  𝑝(𝑍)فأن  ،1
ᡧᣚ لديها  

𝑝(𝑍) = 𝑎 + 𝑎ଵ𝑍 + 𝑎ଶ𝑍ଶ + ⋯ + 𝑎𝑍 = 0 

  

 ᢝ
ᡨᣎالواجب البي Home Work 

𝑦احسب قᘭمة التᜓاملات التالᘭة عᣢ المسار  ͭ 1س = 1 − 𝑥ଶ . 

1. 
න 𝑥𝑦𝑑𝑥

ଵ,

,ଵ

 
1

4
 

2. 
න 𝑥𝑦𝑑𝑦

ଵ,

,ଵ

 −
4

15
 

 

∫احسب قᘭمة التᜓامل  ͭ 2س 𝑍ଶ𝑑𝑍


𝑍حᘭث ان   = 𝑥 + 𝑖𝑦  المسار ᣢع𝑦 = 2𝑥(2 − 𝑥)  1و ≤ 𝑥 ≤

2.  [− ଼

ଷ
− 6𝑖] 

∫احسب قᘭمة التᜓامل  ͭ 3س 𝑍𝑑𝑍
ଵ,ଶ

,
𝑍حᘭث ان   = 𝑥 + 𝑖𝑦  المسار ᣢع𝑦 = 𝑥ଶ.  [−1.5 + 2𝑖] 

𝐼احسب قᘭمة التᜓامل  ͭ 4س = ∫ (𝑥ଶ + 𝑦ଶ)𝑑𝑍


𝑥ار عᣢ المس  = 𝑡ଶ, 𝑦 =
ଵ

௧
, 1 ≤ 𝑡 ≤ 3. 

 [ଶ଼

ଷ
+ log 9 − 𝑖

ଶ଼

଼ଵ
= 244.8639 − 𝑖8.9877]  
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  الفصل الخامس

  Sequences and Series المتتاᗷعات والمᙬسلسلات
  

  Sequences in Complex Form . المتتاᗷعات ᗷالصᘭغة المعقدة5.1

ها هو الأعداد الصحᘭحة الموجᘘة وᗫكون نطاقها مجموعة من الناحᘭة الشᜓلᘭة، الᙬسلسل المعقد هو دالة مجال
  ᙬسلسلات: مفرعᘭة من الأعداد المركᘘة. فᘭما ᢝᣢᘌ أمثلة عᣢ ال

𝑓(𝑛) = ൬2 −
1

𝑛
൰ + 𝑖 ൬5 +

1

𝑛
൰ , 𝑛 = 0,1,2,3, … 

𝑔(𝑛) = 𝑒
గ
ସ , 𝑛 = 0,1,2,3, … 

ℎ(𝑛) = 5 + 𝑖3 + ൬
1

𝑛
+ 𝑖൰



, 𝑛 = 0,1,2,3, … 

𝑟(𝑛) = ൬
1

𝑛
+

𝑖

2
൰



, 𝑛 = 0,1,2,3, … 

ب من  𝑓(𝑛) المتتاᗷعة حدود إن .  𝑛 مقدارᚽشᜓل مختلف مع زᗫادة  𝑔(𝑛) و 𝑓(𝑛) تتاᗷعاتمتتᣆف ال ᡨᣂتق
2 + 5𝑖 = ᢝ  الحدود  ، لن (2،5)

ᡧᣚ الموجودة 𝑔  ب ᡨᣂمن أي رقم لا تق، ᡧ ᢕᣌث تتأرجح حول الجذور  معᘭح
،عᣢ دائرة الوحدة. ᚽشᜓل غᘭ ᢕᣂة نماالث ᢝᣥعةالمفإن  رسᗷتتا {𝑍}ଵ

ஶ  مة مقدارهاᘭتمتلك ق𝜉  عندما تتجه غايتها
ᗷ𝑛   ᢝجعل قᘭمة  𝜉قᘘᗫᖁة جدا من المقدار  𝑍اᣠ المالانهاᘌة، ᘌمكن ان نجعل قᘭم حدود  𝑛لـ 

ᡧᣚا مقدارᗷ ة ᢕᣂكب .
 :فᘭمكن ان نكتب هذا،عندما ᘌحدث 

lim
→ஶ

𝑍 = 𝜉    𝑜𝑟    𝑍 → 𝜉 𝑎𝑠 𝑛 → ∞ 

limإذا ان 
→ஶ

𝑍 = 𝜉  عةᗷفأننا نقول ان المتتا{𝑍}ଵ
ஶ  ᣠج اᖁتنف𝜉  

  

  Limit of a Sequencesغاᘌة المتتاᗷعات  5.1.1

limان الغاᘌة 
→ஶ

𝑍 = 𝜉  ᢝ
ᡨᣛᘭان لاي عدد حق ᢝ

ᡧᣎتع𝜖 > يوجد  0

حᘭث 𝜖 (ᗷ(والذي تعتمد قᘭمته ع𝑁ఢ  ᣢمقاᗷلة عدد صحيح موجب 
𝑍ان  ∈ 𝐷ఢ(𝜉)  كونᘌ عندما𝑛 > 𝑁ఢ علما ان .|𝜉 − 𝑍| < 𝜖 

𝑛عندما  > 𝑁ఢ .عاتᗷالشᜓل المجاور يوضح انفراج المتتا .   
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𝑍: لᘭكن 5.1نظᗫᖁة  = 𝑥 + 𝑖𝑦  و𝜉 = 𝑢 + 𝑖𝑣 فأن  

lim
→ஶ

𝑍 = 𝜉, 𝑖𝑓𝑓 

lim
→ஶ

𝑥 = 𝑢       𝑎𝑛𝑑      lim
→ஶ

𝑦 = 𝑣. 

 

{𝑍}جد غاᘌة المتتاᗷعة : 5.1مثال  = ቄ
√ା(ାଵ)


ቅ  

ᢝ والخᘭاᢝᣠ والتا𝑍  ᢝᣠ المتتاᗷعة  ابتداءً نعᘭد كتاᗷة
ᡨᣛᘭدلالة جزءه الحقᗷ  

𝑍 = 𝑥 + 𝑖𝑦 =
√𝑛 + 𝑖(𝑛 + 1)

𝑛
=

1

√𝑛
+ 𝑖

𝑛 + 1

𝑛
 

ᢝ والخᘭاᢝᣦ ᢝᣠ وᗖالتاᢝᣠ فأن ا
ᡨᣛᘭة للجزء الحقᘌلغا  

lim
→ஶ

1

√𝑛
= 0  𝑎𝑛𝑑  lim

→ஶ

𝑛 + 1

𝑛
= 1 

  𝑍  ᢝᣦأي ان الغاᘌة للمتتاᗷعة 

lim
→ஶ

√𝑛 + 𝑖(𝑛 + 1)

𝑛
= 0 + 𝑖 = 𝑖 

  

{𝑍}: اثᛞت ان المتتاᗷعة 5.2مثال  = {(1 + 𝑖)} ᙬاعد تᘘ .  

𝑍 = (1 + 𝑖) = 𝑥 + 𝑖𝑦  

𝑍 = ൫√2൯


ቂcos
𝑛𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝑛𝜋

4
ቃ = ൫√2൯


cos

𝑛𝜋

4
+ 𝑖൫√2൯


sin

𝑛𝜋

4
 

 ᢝ
ᡨᣛᘭعة الحقᗷالمتتا ᢝ

ᣍلا من جز نظرا لان൫√2൯


cos
గ

ସ
  ᢝᣠاᘭوالخ൫√2൯


sin

గ

ସ
 تᘘاعدᘌا  ᘌظهر تذᗷذب 

൫√2൯(سعة الموجة 


، لذا فأننا ᙏسᙬنتج اذ ان قᘭمة المتتاᗷعة تتغᗷ ᢕᣂاستمرار ᚽسᛞب سلوك الدوال الجيᘭᙫة )
𝑍ان  = (1 + 𝑖)  .اعدᘘᙬي  

  

  Complex Seriesالمᙬسلسلات المركᘘة  5.2

ᢝ التحلᘭل 
ᡧᣚ مᘭالفضاء واحدة من أهم المفاه ᢝ

ᡧᣚ ضافة عددឝسمح لنا بᘻ ةᗫᖁنظ ᢝᣦ (ة أو معقدةᘭقᘭحق) ᢝᣧمنت ᢕᣂغ 
 جاميعالم ᗷمتتاᗷعةᚱسᣥ و ،  {S୬}جدᘌد᠍ا تاᗷعا ، ونكوّن ت {Z୬} نᘘدأ ᗷالمتتاᗷعة الفكرة،. لفهم هذه حدود المن 

.   الجزئᘭة، ᢝᣢᘌ ما  
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𝑆ଵ = 𝑍ଵ, 

𝑆ଶ = 𝑍ଵ + 𝑍ଶ, 

𝑆ଷ = 𝑍ଵ + 𝑍ଶ + 𝑍ଷ, 

⋮ 

𝑆 = 𝑍ଵ + 𝑍ଶ + ⋯ + 𝑍 =  𝑍

ஶ

ୀଵ

, 

  

  Infinite Series ةسلات اللانهائᘭ. المᙬسل5.2.1

∑ان الصᘭغة الرسمᘭة  𝑍 = 𝑍ଵ + 𝑍ଶ + ⋯ + 𝑍
ஶ
ୀଵ ᘭسلسلات اللانهائᙬالمᗷ ᣘالحدود ، و ةتد ᣘتد  

𝑍ଵ, 𝑍ଶ, … , 𝑍,   ᗷحدود المᙬسلسلة.  ,…

  لغاᘌة المᙬسلسلة 𝑆وعند وجود عدد مركب لᘭكن 

𝑆 = lim
→ஶ

𝑆 = lim
→ஶ

 𝑍



ୀଵ

 

∑عندها نقول ان المᙬسلسلات اللانهائᘭة  𝑍

ୀଵ  مةᘭتتقارب عند الق𝑆وان ، 𝑆  سلسلةᙬع المᖔهو مجم

  اللانهائᘭة. عند حدوث ذلك فᘭمكن ان نكتب ان

𝑆 =  𝑍



ୀଵ

 

∑ان المᙬسلسلة  𝑍

ୀଵ   شᜓل مطلقᚽ ةᗖسلسلعندما تكون تكون متقارᙬةالم  (قةᘭالحق) مة المطلقةᘭللق

∑للمᙬسلسلة  |𝑍|
ୀଵ  .اعدةᘘسلسلة متᙬة. وعند عدم حدوث التقارب فأننا نقول ان المᗖمتقار  

ᢝ هذا  المᙬسلسلة،أول اعداد من حدود تقارب او تᘘاعد لا يؤثر 
ᡧᣚسلسلة (اول  الصدد،وᙬة للمᘌداᘘال ᡫᣃمؤ ᢔᣂعتᘌ لا

∑ سلسلةالمᙬأنه إذا انت  شكدون ᘻومن خلص نفإننا سوف  وهكذا، .ذا أهمᘭة حد نᙫتدأ ᗷه) |𝑍|ஶ
ୀାଵ 

∑المᙬسلسلة تتقارب، فأن  |𝑍|ஶ
ୀଵ  ضاᘌث ان تتقارب أᘭح ،𝑍ଵ, 𝑍ଶ, … , 𝑍  هو أي مجموعة محددة من

  ونفس الملاحظة تᡨᣛᘘ سلᘭمة فᘭما ᘌخص تᘘاعد المᙬسلسلات. حدود المᙬسلسلة. 

  

𝑍: لᘭكن 5.2نظᗫᖁة  = 𝑥 + 𝑖𝑦  و𝑆 = 𝑢 + 𝑖𝑣 فأن  

𝑆 =  𝑍

ஶ

ୀଵ

= (𝑥 + 𝑖𝑦)      

ஶ

ୀଵ

(𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑠) 

  فقط وលذا فقط ان لا 
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𝑢 =  𝑥

ஶ

ୀଵ

  𝑎𝑛𝑑   𝑣 =  𝑦

ஶ

ୀଵ

       (𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒). 

∑ان   إذا : 5.3نظᗫᖁة  𝑍
ஶ
ୀଵ  ة، فأنᗖسلسلة متقارᙬم ᢝᣦlim

→ஶ
𝑍 = 0 .  

  

ᡧ ان المᙬسلسلة  :  5.3مثال  ᢕᣌب∑
ଵା(ିଵ)

మ
ஶ
ୀଵ = ∑ ቂ

ଵ

మ
+ 𝑖

(ିଵ)


ቃஶ

ୀଵ  .ةᗖمتقار ᢝᣦ  

∑اننا نعلم ان المᙬسلسلة الحقᘭقᘭة 
ଵ

మ
ஶ
ୀଵ  و∑

(ିଵ)


ஶ
ୀଵ ة همᗫᖁالنظ ᣠنادا اᙬتان. واسᗖسلسلتان متقارᙬا م

  فأن المᙬسلسلة المركᘘة تكون متقارᗖة.  5.1

  

ᡧ ان المᙬسلسلة :  5.4مثال  ᢕᣌب∑ |(1 + 𝑖)|ஶ
ୀଵ  .اعدةᘘسلسلة متᙬم ᢝᣦ  

𝑍عᣢ فرض ان  = (1 + 𝑖)  فمكننا ان نلاحظ ان 

lim
→ஶ

|𝑍| = lim
→ஶ

|(1 + 𝑖)| = lim
→ஶ

൫√2൯


= ∞ 

limلون ان 
→ஶ

|𝑍| ≠   فأن المᙬسلسلة ᢝᣦ متᘘاعدة.  5.3، واسᙬنادا اᣠ النظᗫᖁة 0

  

∑: لᘭكن  5.4نظᗫᖁة  𝑍
ஶ
ୀଵ  و∑ 𝑤

ஶ
ୀଵ  كنᘭتان، ولᗖسلسلتان متقارᙬهما م𝑐 عدد مركب، فأن  

 𝑐𝑍 = 𝑐  𝑍

ஶ

ୀଵ

ஶ

ୀଵ

 

  و

(𝑍 + 𝑤) =

ஶ

ୀଵ

 𝑍

ஶ

ୀଵ

+  𝑤

ஶ

ୀଵ

 

  

  Taylor and Maclaurin Seriesن ᗫ. مᙬسلسلات تاᘌلور ومᜓلور 5.3

ض أن الدالة المعقد  ᡨᣂلنف𝑓(𝑍)  عض المناطق من المستوى المعقد وᗷ ᢝ
ᡧᣚ ةᘭلᘭتحل ᢝᣦكنتل 𝑍  نقطة داخل

قوى ᗷمعاملات ᘌمكن احᙬسابها بوساطة احᙬساب مشتقات  تمتلك مᙬسلسلات  𝑓(𝑍)فأن تلك المنطقة. 
  . ان مᙬسلسلة تاᘌلور للدالة تعᗷ ᣗالعلاقة التالᘭة ،الدالة عند تلك النقطة

𝑓(𝑍) = 𝑓(𝑍) +
𝑓ᇱ(𝑍)

1!
(𝑍 − 𝑍) +

𝑓ᇱᇱ(𝑍)

2!
(𝑍 − 𝑍)ଶ + ⋯ +

𝑓()(𝑍)

𝑛!
(𝑍 − 𝑍)

+ ⋯ 
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للصفر لنجعل المᙬسلسلة تحᙬسب عند نقطة الأصل، عندها سنحصل عᣢ مᙬسلسلة  𝑍دᘌد قᘭمة وعند تح
ᢝ العلاقة

ᡧᣚ مان وᗫمᜓلور  

𝑓(𝑍) = 𝑓(0) +
𝑓ᇱ(0)

1!
𝑍 +

𝑓ᇱᇱ(0)

2!
𝑍ଶ + ⋯ +

𝑓()(0)

𝑛!
𝑍 + ⋯ 

  

  Theorems on Power Series. نظᗫᖁة مᙬسلسلات القوى 5.3.1

ᘌ ᢝجب أن  قوىسلسلة المᙬل أهم حقᘭقة حو 
ᡨᣎة الᗖقيها المتقارᘘنطاق دائرة  ت ᢝ

ᡧᣚ أنه ᢝᣦ ذهنك ᢝ
ᡧᣚ،التقارب 

ᘌمكنك اشتقاق المᙬسلسلة ᗷأجراء الاشتقاق لᝣل حد عᣢ حدة، او اجراء التᜓامل لمᙬسلسلة القوى ᗷأجراء 
  التᜓامل لᝣل حد عᣢ حدة عᣢ طول أي المسار ᘌقع عᣢ ضمن نصف قطر التᜓامل. 

  

𝑓(𝑍): جد مᙬسلسلة تاᘌلور للدالة  5.6مثال  =
ଵ

ଵିାమ 
  حول نقطة الأصل.  

ᡧ الأوᣠ فقط. ᗷدايتا ᘌجب ان نحᙬسب ᢕᣌسب المشتقتᙬسنح  

𝑓(0) =
1

1 − 0 + 0ଶ
= 1 

  وللمشتقة الأوᣠ فأن 

𝑓′(𝑍) =
𝑑

𝑑𝑍
൬

1

1 − 𝑍 + 𝑍ଶ 
൰ =

−1

(1 − 𝑍 + 𝑍ଶ)ଶ 
(−1 + 2𝑍) 

⇒ 𝑓ᇱ(0) = 1 

ᘭة فأنوللمشتقة الثان  

𝑓ᇱᇱ(𝑍) =
𝑑

𝑑𝑍
ቆ

1

(1 − 𝑍 + 𝑍ଶ)ଶ 
(−1 + 2𝑍)ቇ

=
2

(1 − 𝑍 + 𝑍ଶ)ଶ 
−

2

(1 − 𝑍 + 𝑍ଶ)ଷ 
(−1 + 2𝑍)ଶ 

⇒ 𝑓′′(0) = 0 

ا، فأن معامل المشتقة الثالثة  ᢕᣂوأخ  

𝑓ᇱᇱᇱ(𝑍) =
𝑑

𝑑𝑍
൬

2

(1 − 𝑍 + 𝑍ଶ)ଷ 
−

2

(1 − 𝑍 + 𝑍ଶ)ଶ 
(−1 + 2𝑍)ଶ൰

=
6(−1 + 2𝑍)ଷ

(1 − 𝑍 + 𝑍ଶ)ସ 
−

12(−1 + 2𝑍)

(1 − 𝑍 + 𝑍ଶ)ଷ 
 

⇒ 𝑓′′′(0) = 6 
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  ه فأن المᙬسلسلة ᗷعد تعᗫᖔض قᘭم المعاملات ᘭ ᢝᣦوعل

𝑓(𝑍) = 𝑓(0) + 𝑍𝑓ᇱ(0) +
𝑍ଶ

2!
𝑓ᇱᇱ(0) +

𝑍ଷ

3!
𝑓ᇱᇱᇱ(0) + ⋯  

𝑓(𝑍) = 1 + 𝑍 + 𝑍ଷ + ⋯ 

  

  Laurent Series لورنت. مᙬسلسلات 5.4

ᙬل م رنتلو  سلسلةمᘭارة عن تمثᘘعᙬ المعقد ᢕᣂسلسل لدالة المتغ 𝑓(𝑍) . ستلاحظه عند مقارنة ᢕᣂهناك فرق كب
ᙬمع  لورنت سلسلةمᙬلور سلسلةمᘌسلسلة القوىأو  تاᙬهو أن  مᙬقوى ذات  حدود تتضمن  لورنت سلسلةم

  .سالᘘة (أسس)

اوح القوى  المᘘدأ،من حᘭث  ᡨᣂمكن أن تᘌ (الأسس)الأسفل ᣠإ  ᣠد من  ∞−لتصل اᘌالعد ᢝ
ᡧᣚ نالحالات،، ول 

ᗷ ᡧعض ال معظمها،إن لم ᘌكن  ᢕᣌةذات القوة الس حدود يتم تضمᘘشᜓل عام، و  لذلك،فقط.  ال᚜ᙬسلسلة فأن م
𝑍حول النقطة  𝑓(𝑍)ة ركᘘماللة للدالورنت  = 𝑍 العلاقةᗷ ᣗتع  

𝑓(𝑍) =  𝑎(𝑍 − 𝑍)

ஶ

ୀିஶ

 

ᢝ ان معاملات المᙬسلسلة يتم احᙬسابه
ᡫᣒاوᝣة لᘭغة التᜓاملᘭا بوساطة الصCauchy،  الفصل ᢝ

ᡧᣚ ناقشناها ᢝ
ᡨᣎال

  الرابع. أي 

𝑎 =
1

2𝜋𝑖
ර

𝑓(𝑍)𝑑𝑍

(𝑍 − 𝑍)ାଵ
, 𝑓𝑜𝑟 𝑛 = 0,1,2, … 

ᢝ تحدد حلق
ᡨᣎات الᘭطول منحن ᣢداخلها  اتيؤخذ التᜓامل ع ᢝ

ᡧᣚ النقطة مغلقة Z. المعادلة ᢝ
ᡧᣚ 𝑎  كونᘌ ،

ᢝ الذي ᘌحدد الحلقةالمنح ᢔᣐالخار ᡧᣎالمستخدم للتᜓامل هو المنح ᡧᣎ.  

ᢝ الالᘘة يتم حساب المعاملات الس
ᡧᣚᙬاستخداممᗷ التᜓامل  سلسلة  

𝑎 =
1

2𝜋𝑖
ර 𝑓(𝑍)(𝑍 − 𝑍)ିଵ𝑑𝑍 , 𝑓𝑜𝑟 𝑛 = 0,1,2, … 

ᢝ هذه 
ᡧᣚ،(انظر الشᜓل أدناه). من خلال  الحالة ᢝᣢالداخ ᡧᣎة يتم استخدام المنحᗫᖁه نظᗫᖔشᘻنعلم أنه  ،ار المس

تكون  لذلك،لحساب التᜓامل. ونᘭᙬجة  ᗷ Zالنقطة المفردة تحᘭطᘌمكننا استخدام أي دائرة متحدة المركز 
ᢝ المعادلة

ᡧᣚ غةᘭالص 𝑎 𝑛 صالحة ᚽشᜓل عام لـ  = 0, ±1, ±2, …  

  لورنت ᗷالشᜓل التاᘌ ᢝᣠمكن كتاᗷة سلسلة 

𝑓(𝑍) = 𝑎 + 𝑎ଵ(𝑍 − 𝑍) + 𝑎ଶ(𝑍 − 𝑍)ଶ + ⋯ +
𝑎ିଵ

𝑍 − 𝑍
+

𝑎ିଶ

(𝑍 − 𝑍)ଶ
+ ⋯ 
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 ᣥسᛒ ع الحدودᖔات الس مجم ᡫᣃةذات المؤᘘال ᗷ الجزء الا ᢝᣒمن السلسلة:  سا  
𝑎ିଵ

𝑍 − 𝑍
+

𝑎ିଶ

(𝑍 − 𝑍)ଶ
+ ⋯ 

ᢝ تفسح المجال لحدود ᗷقوى سلبᘭة لـ  𝑍عᣢ النقاط اننا نطلق 
ᡨᣎال𝑍 − 𝑍 سلسلة لورنت بنقاᙬم ᢝ

ᡧᣚالانفراد  ط
ᢝ لا ᘌمكن احᙬساب قᘭمة للدالة وᗖنفس الوقت فان  ᡨᣎشᜓل أوضح فأن نقاط الانفراد تمثل النقاط الᚽ .او التفرد

  الدالة عند هذه النقاط غᢕᣂ قاᗷلة للاشتقاق. 

  دة القوى. ان الجزء التحلᢝᣢᘭ من المᙬسلسلة تعᗷ ᣗجزء من المᙬسلسلة والذي ᛒشᘘه مᙬسلسلات متعد

𝑎 + 𝑎ଵ(𝑍 − 𝑍) + 𝑎ଶ(𝑍 − 𝑍)ଶ + ⋯ 

  

  Entire Functions. الدوال التامة 5.4.1

. الآن ᗷعد أن أدخلنا مفهوم سلسلة  الدالة التامةتقينا لأول مرة مفهوم ال ᢝ
ᡧᣍالفصل الثا ᢝ

ᡧᣚقة  ،تلورانᗫᖁلدينا ط
ᢝ جميع أنحاء ا ةان الدالة التام. الدالة تامةمنظمة لتحدᘌد ما إذا انت 

ᡧᣚ ةᘭلᘭتحل ᢝᣦمله. لا  ركبالم لمستويᝏأᗷ
  .عᣢ جزء أساᢝᣒ  تامة دالةلوران ل مᙬسلسلةحتوي تᘌمكن أن 

 ᢕᣂمكن التعبᗫو ᗷ قةᗫᖁالتامة الدالةأن  أخرى،ط ᙬمᗷ لهاᘭمكن تمثᘌ .من التقارب ᢝ
ᣍلور مع نصف قطر لانهاᘌسلسلة تا

ᢝ لان ال
ᣍة ع دالةنصف قطر التقارب لا نهاᘭلᘭمله. تحلᝏأᗷ المستوى المركب ᣢ  

  

  Liouvilles Theorem. نظᗫᖁة ليوفᘭل 5.4.2

ᢝ المستوي المركب ᢝᣦ𝑍 دالة تامة وان جميع قᘭم  𝑓(𝑍)انت الدالة   إذا 
ᡧᣚ دةᘭمق ᢝᣦ فأن الدالة ،𝑓(𝑍)  ᢝᣦ

  . مقدار ثاᗷت
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  سادسالفصل ال

  Poles and Residuesالأقطاب والرواسب 
  

  Residues. الرواسب 6.1

𝑓(𝑍)  ᢝ الدالة إذا لم تكن ᢝᣦ𝑓(𝑍) نقطة مفردة لدالة  Zالنقطة ان 
ᡧᣚ ةᘭلᘭتحل𝑍  ᢝ

ᡧᣚ ةᘭلᘭنها تحلنقاط لا، ول
ت النقاط المجاورة للنقطة معزولة إذا ان  𝑓(𝑍) الدالة من ᘌ .Zقال إن النقطة المفردة 𝑍 المجاورة للنقطة

Z  نقاط مفردة لـ تلا ᣢحتوي ع𝑓(𝑍) ثناءᙬاسᗷ النقطة Z ᡧᣎمعᗷ .،الدالة كونت آخر 𝑓(𝑍)  عضᗷ ᢝ
ᡧᣚ اᘭ᠍لᘭتحل

0 المناطق < |𝑍 − 𝑍| < 𝜉 .  

  : جد النقاط المفردة للدوال التالᘭة 6.1مثال 

1 .  
𝑓(𝑍) =

1

𝑍(𝑍ଶ + 4)
 

ᢝ لديها نقاط مفردة 
ᡧᣚ𝑍 = 𝑍و  0 = 2𝑖  و𝑍 = 2𝑖  

logعداد ᢝᣦ نقاط مفردة للدالة ل النقاط الحقᘭقᘭة السالᘘة عᣢ خط الا   . 2 𝑍 ن لا يوجد نقاطول ،
  زولة. عمفردة م

  

  . وعلᘭه توجد مᙬسلسلة لورنت للدالةᢝᣦ𝑓(𝑍) نقطة مفردة معزولة للدالة  Zلنفرض ان 

𝑓(𝑍) =  𝑎(𝑍 − 𝑍)

ஶ

ୀିஶ

 

ة  ᡨᣂمة ضمن الفᘭ0سل < |𝑍 − 𝑍| < 𝜉ة لـᘘمة معينة موجᘭلق ، 𝜉ن المعامل . ا𝑎ିଵ  للحد(𝑍 − 𝑍)ିଵ 
 ، 𝑍عند النقطة  ᘌ𝑓(𝑍)دᣘ راسب الدالة 

ً
  وᗫكتب عادة

𝑅𝑒𝑠
ୀబ

𝑓(𝑍) 

ᗷ𝑐  ᢝحᘭث نعطᘭه اسم خاص؟ حسنا، لاحظ عندما ᘌكون  𝑎ିଵوالان، لم نعᢝᣗ اهتمام خاص لـ
ᡧᣎهو أي منح

ة  ᡨᣂ0مغلق موجب الاتجاه ضمن الف < |𝑍 − 𝑍| < 𝜉  داخلة النقطةᗷ حتويᗫوZفأن ،  

𝑎ିଵ =
1

2𝑖𝜋
න𝑓(𝑍)𝑑𝑍



 

  وهذا التᜓامل ᘌمثل المفتاح لاحᙬساب العدᘌد من التᜓاملات المركᘘة. 

  

𝑓(𝑍): حدد رواسب الدالة  6.2مثال  = 𝑒
భ

ೋ  



 المرحلة الثالثة  د. حميد مجيد  2020/  2019تحليل الدوال المركبة 

80 
 

 ᘌجب إᘌجاد مᙬسلسلة لورنت حول نقطة 
ً
  . حᘭث نعلم مسᘘقا انᗷ0داᘌة

𝑒
ଵ
 = 

1

𝑛!
𝑍ି

ஶ

ୀ

 

  . وعلᘭه𝑍لᝣل قᘭم 

𝑒
ଵ
 = 

1

𝑛!
𝑍ି

ஶ

ୀ

= 1 +
1

𝑍
+

1

2! 𝑍ଶ
+ ⋯ 

𝑎ିଵفأن الراسب هو  = 1 .  

  

  Residue Theorem. نظᗫᖁة الرواسب 6.1.1

ض أن لدينا دالة ᡨᣂلنف 𝑓(𝑍) كنᘭثناء النقاط المفردة المعزولة ولᙬاسᗷ ل مᜓان ᢝ
ᡧᣚ ةᘭلᘭتحل ᢝᣦو c  مغلق ᡧᣎمنح

وعلᘭة سᘭكون هناك عدد محدد من النقاط  تحلᘭلᘭ᠍ا  ᚽ 𝑓(𝑍)سᘭط (موجب الاتجاه) والذي تكون فᘭه الدالة 
𝑓(𝑍)  ᢝالمفردة للدالة  ᡧᣎداخل المنحᗷc ـᗷ لندعهم .𝑍ଵ, 𝑍ଶ, … , 𝑍  لᝣل𝑘 = 1, 2, … , 𝑛 كنᘭول ،𝑐  دائرة

𝑍  ᢝموجᘘة الاتجاه مركزها عن النقطة  ᡧᣎداخل المنح ᡨᣛᘘث يᘭحᗷ ᢕᣂبنصف قطر صغ𝑐  دون وجود نقاطᗖو
ᢝ تمركز عليها ᗷداخله. 

ᡨᣎال ᢕᣂانفراد أخرى غ  

  

  فأن

න𝑓(𝑍)𝑑𝑍


= න 𝑓(𝑍)𝑑𝑍
భ

+ න 𝑓(𝑍)𝑑𝑍
మ

+ ⋯ + න 𝑓(𝑍)𝑑𝑍


 

න𝑓(𝑍)𝑑𝑍


= 2𝑖𝜋 𝑅𝑒𝑠
ୀభ

𝑓(𝑍) + 2𝑖𝜋 𝑅𝑒𝑠
ୀమ

𝑓(𝑍) + ⋯ + 2𝑖𝜋 𝑅𝑒𝑠
ୀ

𝑓(𝑍) 

න𝑓(𝑍)𝑑𝑍


= 2𝑖𝜋  𝑅𝑒𝑠
ୀ

𝑓(𝑍)



ୀଵ

 

ة.  رواسبهذه ᢝᣦ نظᗫᖁة ال ᢕᣂالشهᣢتنص ع ᢝ
ᡨᣎالدالة أن تᜓامل وال 𝑓(𝑍)  ساطةᛞ2هو بiπ  عᖔأضعاف مجم

ᢝ النقاط المفردة المغلقة بواسطة ال لرواسبا
ᡧᣚالمغلق ᢝ

ᡧᣎمنح c .  

  

  Poles and Types of Singularities. الأقطاب وأنواع نقاط الانفراد 6.2
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𝑍 لأنه عᘘارة عن نقطة "،إن النᖔع الأول من الانفراد الذي نواجهه ᘌدᣘ "التفرد القاᗷل للإزالة → 𝑍  لا ᢝ
ᡨᣎال

ᢝ نفس الوقت فأننا ᘌمكننا احᙬساب قᘭمة الغاᘌة ولن  لها،ᘌمكن احᙬساب قᘭمة الدالة 
ᡧᣚlim

→బ

𝑓(𝑍)  لها عند

𝑓(𝑍) الدالة المثال،عᣢ سᘭᙫل  تلك النقطة.  =
ୱ୧୬ 


غᢕᣂ محددة، ولن  𝑓(0).حᘭث قᘭمة الدالة  

lim
→

𝑓(𝑍) = 1 .  

  .فأنت تفهم مفهوم التفرد القاᗷل للإزالة هذا،فهم  عند 

ض ᡨᣂمن سلسلة لنف ᢝᣓᛳعدد لورنت  أن الجزء الرئ ᣢحتوي فقط عᘌحدود محدد من ال :  

𝑎ିଵ

𝑍 − 𝑍
+

𝑎ିଶ

(𝑍 − 𝑍)ଶ
+ ⋯ +

𝑎ି

(𝑍 − 𝑍)
 

𝑍فأن النقطة  = 𝑍  ةᘘالقطب من الرتᗷ ᣘتد𝑛  مة الدالة عندᘭساب قᙬة احᘭعدم إمᜓانᗷ بᛞسᛒ ان القطب .
𝑍النقطة  = 𝑍 . انت علامة إذا𝑎ିଵ  الصفري الو ᢕᣂالمعامل غ ᢝᣦ من ᢝᣓᛳالجزء الرئ ᢝ

ᡧᣚ دᘭسلسلة،حᙬالم 
𝑍 إنفنحن نقول  = 𝑍  ط.  قطبهوᘭسᚽ  

 ᢝᣒله من  التفرد الأسا ᣆسلسلات القوى ذات الاس السالبهو الذي ي تج عنه عدد لا حᙬحدود م  ᢝ
ᡧᣚ

  .محددلوران هو غᢕᣂ  مᙬسلسلةالجزء الرئᢝᣓᛳ من  هو،لوران. وهذا  مᙬسلسلة

𝑍 نقطة التفᖁع = 𝑍 نقطة ᢝᣦ  ᢝ
ᡧᣎمة عندما ينحᘭالق ᢕᣂث تقوم الدالة بتغيᘭم حᘭمرة الدالة متعددة الق ᡧᣎمنح

  . 𝑍واحدة حول 
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